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1 I N T R O D U C T I O N 
T h e p u r p o s e o f t h e r m a l i n s u l a t i o n s o f b u i l d i n g s a n d o t h e r c o n s t r u c -
t i o n s , w h i c h m a i n t a i n a t e m p e r a t u r e d i f f e r e n t f r o m t h e s u r r o u n d i n g s 
i s t o d e c r e a s e t h e i n e v i t a b l e h e a t l o s s . A l a y e r o f i n s u l a t i o n m a t e 
r i a l i s , w h e r e v e r i t i s f e a s i b l e , p l a c e d a l o n g t h e b o u n d a r y o f t h e 
c o n s t r u c t i o n . 
L e t u s n o w a s s u m e t h a t w e h a v e a g i v e n a m o u n t o f t h e i n s u l a t i o n 
m a t e r i a l a t o u r d i s p o s a l i n a p a r t i c u l a r c a s e . T h e q u e s t i o n a r i s e s 
h o w t o d i s t r i b u t e t h e i n s u l a t i o n o V e r t h e d i f f e r e n t p a r t s o f t h e 
b o u n d a r y s u r f a c e . I t i s c l e a r t h a t o n e s h o u l d u s e m o r e i n s u l a t i o n 
o n p a r t s t h a t a r e m o r e e x p o s e d t o t h e s u r r o u n d i n g . T h e t h i c k n e s s 
o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r w i l l t h e n i n g e n e r a l v a r y o v e r t h e b o u n d a r y 
s u r f a c e . T h e i n s u l a t i o n m a t e r i a l i s t o b e d i s t r i b u t e d o v e r t h e 
b o u n d a r y s u r f a c e s o t h a t t h e t o t a l h e a t l o s s i s m i n i m i z e d . 
T h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s o f t e n t r i v i a l . F o r e x a m p l e , t h e t h i c k -
n e s s o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r s h a l l o f c o u r s e b e c o n s t a n t f o r a w a l l 
o f a b u i l d i n g e x c e p t f o r c o r n e r r e g i o n s , w h e r e t h e s i t u a t i o n i s 
m o r e c o m p l i c a t e d . T h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m a r i s e s , w h e n t h e h e a t 
f l o w t h r o u g h t h e i n s u l a t i o n i s c o u p l e d t o a m u l t i - d i m e n s i o n a l h e a t 
f l o w p r o c e s s i n s o l i d r e g i o n s o u t s i d e t h e i n s u l a t i o n . C o r n e r r e -
g i o n s a n d o t h e r c a s e s , f o r w h i c h t h e h e a t f l o w p a t t e r n i s m o r e 
c o m p l e x , a l s o p o s e a n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . 
A n i m p o r t a n t c a s e i s t h e i n s u l a t i o n o f b u i l d i n g s a n d o t h e r s t r u c -
t u r e s a l o n g s u r f a c e s t h a t b o r d e r o n t h e s u r r o u n d i n g g r o u n d . T h e 
s u r f a c e s , o v e r w h i c h t h e i n s u l a t i o n i s t o b e d i s t r i b u t e d i n a n 
o p t i m a l w a y , a r e t h e g r o u n d p l a t e o f t h e b u i l d i n g o r t h e w a l l s 
a n d f l o o r o f t h e c e l l a r . O t h e r e q u a l l y i m p o r t a n t c a s e s a r e u n d e r -
g r o u n d c o n s t r u c t i o n s s u c h a s d i s t r i c t h e a t i n g p i p e s , c u l v e r t s a n d 
c a v e r n s . 
A l o t o f s y s t e m s f o r i n t e r s e a s o n a l s t o r a g e o f s e n s i b l e h e a t i n a 
l a r g e g r o u n d v o l u m e h a v e b e e n p r o p o s e d a n d c o n t e m p l a t e d d u r i n g t h e 
l a s t y e a r s o f e n e r g y c r i s i s . A c o n s i d e r a b l e t h e r m a l i n s u l a t i o n 
a g a i n s t h e a t l o s s e s t o t h e g r o u n d s u r f a c e a n d t h e s u r r o u n d i n g 
g r o u n d i s u s u a l l y n e c e s s a r y . T h e a m o u n t o f i n s u l a t i o n m a t e r i a l 
m a y b e c o m e a n e c o n o m i c a l l y i m p o r t a n t f a c t o r f o r t h e s y s t e m . T h e n 
i t i s v a l u a b l e t o k n o w h o w t o d i s t r i b u t e t h e i n s u l a t i o n i n a n 
o p t i m a l w a y . 
L e t u s d i r e c t l y i n t h i s i n t r o d u c t i o n i l l u s t r a t e t h e t h e o r y a n d t h e 
r e s u l t s , w h i c h a r e p r e s e n t e d i n t h i s p a p e r , w i t h a n e x a m p l e . C o n s i -
d e r a l o n g h o u s e . T h e g r o u n d p l a t e o f t h e h o u s e l i e s d i r e c t l y o n 
t h e e a r t h . B e t w e e n t h e p l a t e a n d t h e g r o u n d s u r f a c e t h e r e i s a n i n -
s u l a t i o n l a y e r . T h e t h i c k n e s s o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r i s i n t h e 
o p t i m a l c a s e v a r i a b l e a l o n g t h e s u r f a c e . F i g u r e 1 s h o w s a v e r t i c a l 
c r o s s - s e c t i o n o f t h e h o u s e a n d t h e g r o u n d . 
F i g u r e 1 I n t r o d u c t o r y o p t i m a l i n s u l a t i o n p r o b l e m . 
A g i v e n a m o u n t o f i n s u l a t i o n m a t e r i a l i s t o b e d i s t r i b u t e d a l o n g 
t h e g r o u n d p l a t e s o t h a t t h e h e a t l o s s i s m i n i m i z e d . T h e h o u s e i s 
a s s u m e d t o b e q u i t e l o n g s o t h a t t h e h e a t f l o w p r o c e s s i n t h e 
g r o u n d b e l o w t h e h o u s e i s e s s e n t i a l l y t w o - d i m e n s i o n a l i n t h e p l a n e 
o f F i g u r e 1 . 
T h e w i d t h o f t h e h o u s e i s 1 0 m ( L = 5 m ) . T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y 
o f t h e i n s u l a t i o n m a t e r i a l i s 0 . 0 5 o f t h a t o f t h e g r o u n d b e l o w t h e 
h o u s e (^^AQ = 0 . 0 5 ) . We h a v e a t o u r d i s p o s a l a c e r t a i n v o l u m e o f 
i n s u l a t i o n m a t e r i a l , w h i c h c o r r e s p o n d s t o a t h i c k n e s s d^, i f t h e 
i n s u l a t i o n w e r e d i s t r i b u t e d u n i f o r m l y a l o n g t h e g r o u n d p l a t e . 
T h e r e i s a c e r t a i n m i n i m a l v a l u e f o r t h e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s 
d^. We h a v e f r o m f o r m u l a ( 6 . 8 ) f o r a p l a t e o n t h e g r o u n d : 
^ m i n = • • S-"^ 
L e t u s f i r s t a s s u m e t h a t t h e g i v e n d^ ^^  i s p r e c i s e l y e q u a l t o t h i s 
v a l u e : d =d„. = 5 . 4 cm. T h e t h i c k n e s s d o f t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n 
s h a l l t h e n f r o m f o r m u l a ( 6 . 7 ) v a r y a l o n g t h e b o u n d a r y - B ^ x ^ S 
a c c o r d i n g t o : 
d ( x ) = 0 . 2 5 - ( 1 - V l - ( | ) ^ ) - 5 ^ x - : 5 
( d ^ = 0 . 0 5 4 m ) ( 1 . 2 ) 
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s z e r o a t t h e c e n t e r x = 0 . I t i n c r e a s e s 
t o a m a x i m u m v a l u e o f 0 . 2 5 m a t t h e e d g e s x = ±5 m o f t h e g r o u n d 
p l a t e . C u r v e I I i n F i g u r e 2 s h o w s t h i s o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i -
b u t i o n . 
S u p p o s e n e x t t h a t w e h a v e a n a m o u n t o f i n s u l a t i o n t h a t c o r r e s p o n d s 
t o a h i g h e r d^^ e q u a l t o s a y 1 5 + 5 . 4 cm. I t i s s h o w n i n t h e p a p e r 
t h a t t h e e x c e s s i n s u l a t i o n a b o v e t h e c r i t i c a l a m o u n t d ^ ^ ^ s h a l l b e 
d i s t r i b u t e d e v e n l y a l o n g t h e i n s u l a t i o n s u r f a c e . T h e i n s u l a t i o n 
t h i c k n e s s s h a l l t h e n i n t h i s c a s e o f o p t i m a l i n s u l a t i o n v a r y a s : 
d ( x ) = 0 . 1 5 + 0 . 2 5 ( 1 - V l - ( - l ) ^ ) - 5 '^y. c 5 
( d ^ = 0 . 1 5 + 0 . 0 5 4 m ) ( 1 . 3 ) 
S u p p o s e f i n a l l y t h a t t h e a v a i l a b l e i n s u l a t i o n v o l u m e c o r r e s p o n d s 
t o a d j j j b e l o w t h e c r i t i c a l v a l u e 5 . 4 cm. T h e n w e m u s t n o t p u t a n y 
i n s u l a t i o n a t a l l a l o n g a c e r t a i n s e g m e n t a r o u n d t h e m i d - p o i n t x = 
0 . A l l i n s u l a t i o n i s t o b e p l a c e d a l o n g t h e r e m a i n i n g p a r t s c l o s e r 
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t o t h e e d g e s o f t h e g r o u n d p l a t e . T h e p r e c i s e f o r m o f t h e o p t i m a l 
t h i c k n e s s c u r v e i s n o t d i s c u s s e d i n t h i s s t u d y . T h i s i s d e f e r r e d 
t o a l a t e r s t u d y . 
F i g u r e 2 s h o w s h o w t h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s s h a l l v a r y a l o n g t h e 
g r o u n d p l a t e i n t h e t h r e e d i s c u s s e d c a s e s i n o r d e r t o o b t a i n m i n i -
m a l t o t a l h e a t l o s s t o t h e g r o u n d . 
^ = 0 . 0 5 
I : dm=20.4 cm 
H : dm = 5.4 cm 
E I : dm < 5.4 cm 
x ( m ) 
F i g u r e 2 O p t i m a l i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d f o r a g r o u n d p l a t e f o r 
t h r e e d i f f e r e n t v a l u e s o f m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d ^ . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y l e a d s t o q u i t e s i m p l e f o r m u l a s f o r 
t h e h e a t l o s s f r o m t h e i n s u l a t e d a r e a . T h i s p r o v i d e s t h e s e c o n d 
t h e m e o f t h i s s t u d y . T h e c o n c e p t o f i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s i s 
i n t r o d u c e d . T h e i n s u l a t i n g c a p a c i t y o f t h e g r o u n d b e l o w t h e b u i l d -
i n g d e p e n d s o n t h e s o l u t i o n o f a m u l t i - d i m e n s i o n a l h e a t f l o w p r o b -
l e m . T h e s o i l i s f r o m a n i n s u l a t i n g p o i n t o f v i e w r e p l a c e d b y a 
9 
s i n g l e t h i c k n e s s . T h i s i s e l a b o r a t e d i n s e c t i o n s 1 3 a n d 1 4 . 
L e t u s n o t e t h a t t h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s f o r o u r c o n s i d e r e d 
c a s e ( L = 5 m ) i s f r o m ( 1 3 . 4 ) : 
L - u ^ = L • f = 5 • 5 : . 3 . 9 m ( 1 . 4 ) 
T h e i n s u l a t i n g c a p a c i t y o f t h e s o i l b e l o w t h e g r o u n d p l a t e c o r r e -
s p o n d s t h e r e f o r e t o a s o i l l a y e r w i t h a t h i c k n e s s 3 . 9 m. T h e a s s u m p -
t i o n s a n d p r e c i s e m e a n i n g o f t h i s a r e d i s c u s s e d i n t h e f o l l o w i n g . 
T h e r e a r e s o m e b a s i c a s s u m p t i o n s i n t h i s s t u d y . T h e h e a t f l o w p r o b -
l e m i s a s t e a d y - s t a t e o n e . T h i s i s n o t a s e v e r e r e s t r i c t i o n , s i n c e 
t h e n e t h e a t l o s s f r o m a s u p e r i m p o s e d p e r i o d i c h e a t f l o w p r o c e s s 
i s z e r o . T h e f i n i t e t h i c k n e s s o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r s a r e n e g l e c t e d . 
T h e y a r e c o n s i d e r e d a s a n i n f i n i t e l y t h i n s u r f a c e w i t h a f i n i t e 
t h e r m a l r e s i s t a n c e . T h i s i s a c o m m o n a n d q u i t e r e a s o n a b l e a p p r o x i -
m a t i o n . T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i n t h e s o i l m a y h a v e d i f f e r e n t 
v a l u e s i n d i f f e r e n t p a r t s o f t h e s o i l . 
T h e r e a r e a l o t o f p r o b l e m s t o w h i c h t h i s o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y 
m a y b e a p p l i e d . We w i l l i n t h i s p a p e r s t u d y c a s e s , f o r w h i c h t h e 
w h o l e h e a t l o s s s u r f a c e i s c o v e r e d b y i n s u l a t i o n . A n o t h e r s t u d y 
w i l l b e d e v o t e d t o c a s e s , w h e n o n l y a p a r t o f t h e h e a t l o s s s u r f a c e 
i s t o b e i n s u l a t e d . We a l s o p l a n t o t r e a t c a s e s , w h e r e t h e i n s u l a -
t i o n b o u n d a r y i s c h o s e n i n a n o p t i m a l w a y . 
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2 O P T I M I Z A T I O N P R O B L E M 
L e t V d e n o t e t h e h e a t f l o w r e g i o n o f o u r o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . T h e 
v o l u m e V m a y b e t h e g r o u n d b e l o w a h o u s e . I n g e n e r a l , V m a y b e a n y 
r e g i o n o f s o l i d m a t e r i a l . 
T h e b o u n d a r y s u r f a c e o f V c o n s i s t s o f t w o p a r t s a n d S - j . T h e 
s u r f a c e S-j i s t h e b o u n d a r y a r e a o f t h e b u i l d i n g o r o t h e r s t r u c t u r e 
w h i c h i s t o b e i n s u l a t e d i n a n o p t i m a l w a y a g a i n s t h e a t l o s s e s o u t 
i n t o t h e h e a t f l o w r e g i o n V . T h e r e m a i n i n g p a r t o f t h e b o u n d a r y 
s u r f a c e o f V w i l l n o r m a l l y b o r d e r o n t h e a m b i e n t a i r . 
T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y X m a y v a r y i n a n y w a y t h r o u g h o u t V . T h e 
t e m p e r a t u r e a t t h e b o u n d a r y i s g i v e n a s T = T Q . A l o n g t h e s u r f a c e 
S-j t h e r e i s a n i n s u l a t i o n l a y e r w i t h v a r y i n g t h i c k n e s s . O u t s i d e t h e 
i n s u l a t i o n o n t h e b u i l d i n g s i d e t h e r e i s a p r e s c r i b e d t e m p e r a t u r e 
T = T i . We a s s u m e t h a t T^^ a n d T^ a r e c o n s t a n t s . T h e e x t e n s i o n o f t h e 
t h e o r y t o c a s e s o f v a r i a b l e p r e s c r i b e d t e m p e r a t u r e s o n a n d o u t -
s i d e t h e i n s u l a t i o n a t S-] i s d e f e r r e d t o l a t e r s t u d i e s . O t h e r c a s e s 
w i t h m o r e c o m p l i c a t e d b o u n d a r y c o n d i t i o n s o n a n d o t h e r p o s s i b i -
l i t i e s a r e a l s o l e f t t o l a t e r s t u d i e s . 
F i g u r e 3 s h o w s t h e c o n s i d e r e d t y p e o f h e a t f l o w p r o c e s s . 
S , T , 
F i g u r e 3 C o n s i d e r e d t y p e o f h e a t f l o w p r o c e s s . S ] i s c o v e r e d b y a n 
i n s u l a t i o n l a y e r o f v a r i a b l e t h i c k n e s s , w h i c h i s t o b e 
c h o s e n s o t h a t t h e h e a t l o s s o v e r S i i n t o V i s m i n i m i z e d . 
^7 
I n t h e e x a m p l e o f F i g u r e 1 V i s t h e g r o u n d b e l o w t h e h o u s e . T h e 
g r o u n d p l a t e o f t h e h o u s e r e p r e s e n t s t h e s u r f a c e S - j , w h i l e t h e 
g r o u n d s u r f a c e o u t s i d e t h e h o u s e i s S ^ . 
T h e t e m p e r a t u r e T ( x , y , z ) s a t i s f i e s t h e s t e a d y - s t a t e h e a t c o n d u c -
t i o n e q u a t i o n : 
V ( X V T ) = 0 i n V ( 2 . 1 ) 
H e r e V = ( ^ . ^ . ^ ) d e n o t e s t h e g r a d i e n t o p e r a t o r . On t h e 
b o u n d a r y S w e h a v e : 
T = T ^ o n ( 2 . 2 ) 
L e t X \  b e t h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y o f t h e i n s u l a t i o n m a t e r i a l . T h e 
v a r y i n g t h i c k n e s s o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r i s d e n o t e d d . T h e f u n c -
t i o n d i s d e f i n e d o v e r t h e s u r f a c e S - j . We h a v e t h e b o u n d a r y c o n d i -
t i o n : 
H e r e ^ i s t h e o u t w a r d n o r m a l d e r i v a t i v e . T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n 
( 2 . 3 ) m e a n s t h a t t h e f i n i t e t h i c k n e s s o f t h e i n s u l a t i o n l a y e r i s 
n e g l e c t e d . T h e l a y e r i s t r e a t e d a s a n i n f i n i t e l y t h i n l a y e r w i t h 
a f i n i t e t h e r m a l r e s i s t a n c e d / X ^ . 
T h e r a t e o f h e a t l o s s f r o m t h e b u i l d i n g o v e r i n t o V i s d e n o t e d 
Q l ( J / s ) . W i t h a s u r f a c e i n t e g r a l o v e r S, we h a v e : 
( 2 . 4 ) 
C o n s i d e r a c e r t a i n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d i s t r i b u t i o n d o v e r S - j . L e t 
d d e n o t e t h e c o r r e s p o n d i n g m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s : 
13 
/ f d • d S = • d S ( 2 . 5 ) 
T h e i n t e g r a l o n t h e r i g h t o f ( 2 . 5 ) i s t h e a r e a o f t h e s u r f a c e S - j . 
T h e q u a n t i t y i s a m e a s u r e o f t h e t o t a l a m o u n t o f i n s u l a t i o n 
m a t e r i a l . 
T h e h e a t l o s s Q-^ d e c r e a s e s , i f t h e i n s u l a t i o n i s i n c r e a s e d t h r o u g h -
o u t $ 1 . T h e o p t i m i z a t i o n i s a l w a y s m a d e f o r a f i x e d a m o u n t o f i n s u -
l a t i o n m a t e r i a l , i . e . f o r g i v e n d^^. 
We h a v e t h e f o l l o w i n g o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . T h e h e a t l o s s Q-j o f t h e 
h e a t f l o w p r o b l e m ( 2 . 1 ) - ( 2 . 3 ) i s t o b e m i n i m i z e d f o r d i f f e r e n t 
c h o i c e s o f i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d o v e r S - j . T h e o n l y r e s t r i c t i o n o n 
t h e f u n c t i o n d o n S-j i s t h a t i t s m e a n v a l u e d^^ i s p r e s c r i b e d - s e e 
( 2 . 5 ) . I t s h o u l d p e r h a p s a l s o b e m e n t i o n e d t h a t d m u s t b e p o s i t i v e 
t h r o u g h o u t S , . 
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I n o r d e r t o g e t t h e o p t i m a l d i s t r i b u t i o n o f t h e i n s u l a t i o n m a t e r i a l 
a l o n g S-j o n e h a s t o c o m p a r e d i f f e r e n t d i s t r i b u t i o n s a n d i n p a r t i c u -
l a r s t u d y w h a t h a p p e n s t o t h e h e a t l o s s , w h e n t h e i n s u l a t i o n m a t e -
r i a l i s r e d i s t r i b u t e d . 
L e t d b e a n y i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n o n S - j . T h e c o r r e s p o n d i n g t e m -
p e r a t u r e T s a t i s f i e s ( 2 . 1 ) - ( 2 . 3 ) . L e t 5 d b e a s m a l l c h a n g e o f t h e 
i n s u l a t i o n t h i c k n e s s : 
d ^ d + 5 d o n ( 3 . 1 ) 
T h e f u n c t i o n 5 d i s a r b i t r a r y o n . T h e h e a t l o s s Q-j c h a n g e s t o a 
n e w v a l u e , w h i c h d e p e n d s o n t h e c h o i c e o f f u n c t i o n 5 d . T h e c h a n g e 
c o n t a i n s l i n e a r t e r m s i n 6 d , q u a d r a t i c t e r m s a n d s o o n . T h e f i r s t -
o r d e r a p p r o x i m a t i o n m e a n s t h a t o n l y t h e l i n e a r c o n t r i b u t i o n i s r e -
t a i n e d . T h i s i s a r e a s o n a b l e a p p r o x i m a t i o n f o r a s u f f i c i e n t l y s m a l l 
f u n c t i o n 6 d . L e t 5Q-] d e n o t e t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o r c h a n g e o f 
Q-j i n t h e c h a n g e ( 3 . 1 ) . 
I t i s s h o w n i n t h e a p p e n d i x t h a t 
( T i - T o W l = - /T I f ( ^ l J ) ^ ( 3 . 2 ) 
T h i s f o r m u l a i s r e m a r k a b l y s i m p l e . I t p r o v i d e s t h e w h o l e b a s i s o f 
t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y o f t h i s p a p e r . T h e d e r i v a t i o n o f t h e 
f o r m u l a i n v o l v e s v a r i a t i o n a l c a l c u l u s , v e c t o r a n a l y s i s a n d a s p e -
c i a l t h e r m o d y n a m i c a l c o n c e p t , t h e t h e r m a l i t y . T h e d e t a i l s a r e p r e -
s e n t e d i n t h e a p p e n d i x . 
F o r m u l a ( 3 . 2 ) i n v o l v e s o n l y t h e g i v e n c h a n g e 6 d a n d t h e b o u n d a r y 
h e a t f l o w ^ ^ o f t h e o r i g i n a l p r o b l e m . T h e u s e f u l n e s s o f t h e 
f o r m u l a i s d u e t o t h e f a c t t h a t t h e n e w t e m p e r a t u r e s o l u t i o n a f t e r 
t h e c h a n g e ( 3 . 1 ) i s n o t a t a l l i n v o l v e d . We d o n o t h a v e t o s o l v e 
t h e n e w p r o b l e m i n o r d e r t o g e t t h e n e w h e a t l o s s ( i n t h e f i r s t 
o r d e r f o r s m a l l 5 d ) . 
T h e o p t i m i z a t i o n i s d o n e w i t h t h e s u b s i d i a r y c o n d i t i o n o f a p r e -
s c r i b e d m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^ a c c o r d i n g t o ( 2 . 5 ) . L e t d b e 
t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n o v e r S - j . T h e t i l d e s i g n ~ w i l l 
b e u s e d t o d e n o t e t h e o p t i m a l c a s e . T h e c o r r e s p o n d i n g t e m p e r a t u r e 
f i e l d i s T . F o r m u l a ( 3 . 2 ) i s o f c o u r s e a p p l i c a b l e t o t h e o p t i m a l 
c a s e T , w h e n t h e h e a t l o s s i s m i n i m a l . T h e c h a n g e 6 Q i m u s t i n t h i s 
c a s e b e n o n - n e g a t i v e f o r a n y p e r m i s s i b l e r e d i s t r i b u t i o n 5 d o f t h e 
i n s u l a t i o n o v e r S , . T h e m e a n t h i c k n e s s d„ i s c o n s t a n t : 
/ / 5 d • d S = 0 ( 3 . 3 ) 
ST 
We m u s t h a v e t h e i n e q u a l i t y 
- / / M ( X i i ) 2 d S - 0 ( 3 . 4 ) 
f o r a n y 5 d t h a t s a t i s f i e s ( 3 . 3 ) . We w i l l s h o w t h a t t h i s i m p l i e s 
t h a t t h e h e a t f l o w x S i s c o n s t a n t o v e r S , . T h e i n t e g r a l ( 3 . 4 ) 
fiT 
v a n i s h e s d u e t o ( 3 . 3 ) , i f X ^ i s c o n s t a n t o v e r S - j . 
S u p p o s e n o w t h a t X ^ i s n o t c o n s t a n t o v e r S - j . We s i n g l e o u t t w o 
s m a l l a r e a s o n S-j s u c h t h a t X ^ i s g r e a t e r t h r o u g h o u t t h e f i r s t 
a r e a t h a n t h r o u g h o u t t h e o t h e r o n e . L e t 6 d b e a v a r i a t i o n w h i c h i s 
p o s i t i v e o n t h e f i r s t a r e a , n e g a t i v e o n t h e s e c o n d , a n d z e r o e l s e -
w h e r e s o t h a t ( 3 . 3 ) i s s a t i s f i e d . T h e n f r o m ( 3 . 2 ) 5Q^ w o u l d b e c o m e 
n e g a t i v e . T h e o p t i m u m a s s u m p t i o n i s v i o l a t e d . We m a y c o n c l u d e t h a t 
i s c o n s t a n t o v e r S - j . 
We h a v e a r r i v e d a t t h e i m p o r t a n t c o n c l u s i o n t h a t t h e o p t i m u m t h e r -
m a l i n s u l a t i o n r e q u i r e s t h a t 
X 5 J = q i o n ( d > 0 ) ( 3 . 5 ) 
17 
H e r e q-j i s a c o n s t a n t . 
T h e r e i s a n o t h e r r e s t r i c t i o n t h a t h a s n o t b e e n d i s c u s s e d y e t . T h e 
i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d ( a n d d + 5 d ) m u s t b e p o s i t i v e t h r o u g h o u t . 
O u r c o n c l u s i o n ( 3 . 5 ) i s o n l y v a l i d o v e r t h e p a r t o f S^, w h e r e d i s 
s t r i c t l y p o s i t i v e . I n a n a r e a o f w h e r e d i s z e r o , w e c a n o n l y 
h a v e p o s i t i v e v a r i a t i o n s 5 d ?Q. O n l y h a l f o f o u r a r g u m e n t i s s o t o 
s p e a k v a l i d . I n a r e a s , w h e r e d i s z e r o w e c a n m e r e l y c o n c l u d e t h a t 
\  c a n n o t e x c e e d t h e c o n s t a n t v a l u e q-^: 
x | I £ q^ o n a p a r t o f w i t h d = 0 ( 3 . 6 ) 
O p t i m i z a t i o n c a s e s , w h e r e d i s z e r o o n a p a r t o f S - j , w i l l n o t b e 
d e a l t w i t h i n t h i s s t u d y . T h e y w i l l b e t h e t o p i c o f a n o t h e r p a p e r . 
C o n d i t i o n ( 3 . 5 ) g i v e s , e x c e p t f o r t h e c o m p l i c a t i o n ( 3 . 6 ) , a g e n e r a l 
c r i t e r i o n f o r o p t i m a l i n s u l a t i o n . T h e i n s u l a t i o n i s t o b e d i s t r i -
b u t e d s o t h a t t h e h e a t f l o w i s t h e s a m e i n a l l p a r t s o f t h e i n s u l a -
t e d a r e a . 
T h i s g e n e r a l c r i t e r i o n i s i n t u i t i v e l y r e a s o n a b l e . S u p p o s e y o u h a v e 
a h i g h e r h e a t l o s s a t o n e p o i n t o n S-j t h a n a t a n o t h e r o n e . I t i s 
t h e n n a t u r a l t o r e m o v e s o m e i n s u l a t i o n f r o m t h e l a t t e r p o i n t a n d 
u s e i t t o i n c r e a s e t h e i n s u l a t i o n a t t h e f i r s t p o i n t . B u t t h i s r e -
d i s t r i b u t i o n w i l l c h a n g e t h e w h o l e h e a t f l o w p r o b l e m a n d i n p a r t i -
c u l a r t h e h e a t f l o w t h r o u g h t h e r e s t o f S - j . T h e a d v a n c e d m a t h e m a -
t i c a l t e c h n i q u e i s r e q u i r e d t o r e a l l y p r o v e t h a t t h e t o t a l h e a t 
l o s s w i l l d i m i n i s h f o r t h e c o n s i d e r e d r e d i s t r i b u t i o n o f t h e i n s u l a -
t i o n . 
T h e c r i t e r i o n ( 3 . 5 ) p r o v i d e s a n i m p o r t a n t g u i d e - l i n e i n p r a c t i c a l 
i n s u l a t i o n p r o b l e m s . C o n s i d e r a n a r e a w h i c h i s e x p o s e d t o a n 
fix 
i n d o o r a i r w i t h t h e t e m p e r a t u r e T - j . T h e h e a t f l u x i s p r o p o r -
t i o n a l t o t h e s u r f a c e t e m p e r a t u r e . We c a n c o n c l u d e t h a t o p t i m a l 
i n s u l a t i o n i s e q u i v a l e n t t o a c o n s t a n t s u r f a c e t e m p e r a t u r e . 
A n i n s u l a t i o n i s n o t . o p t i m a l i f t h e s u r f a c e t e m p e r a t u r e v a r i e s . 
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T h e o p t i m a l s o l u t i o n t s h a l l h a v e a c o n s t a n t h e a t i n f l o w o v e r S - j . 
T h e v a l u e o f t h e c o n s t a n t i s t o b e a d j u s t e d s o t h a t t h e m e a n i n -
s u l a t i o n t h i c k n e s s b e c o m e s e q u a l t o t h e p r e s c r i b e d v a l u e d^^. We 
h a v e t o s o l v e t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 
V - ( X v f ) = 0 i n V 
x S = q T o n S ^ ( 4 . 1 ) 
T = T o o n S„ 
T h e f u n c t i o n ( T - T p ) / q ^ s h a l l b e z e r o o n a n d h a v e u n i t h e a t f l o w 
o n S - j . T h e e s s e n c e o f ( 4 . 1 ) i s t h e r e f o r e t o s o l v e t h e h e a t f l o w 
p r o b l e m f o r u n i t h e a t f l o w o n S-j a n d z e r o t e m p e r a t u r e o n S ^ . 
We w i l l s o l v e t h i s p r o b l e m i n a d i m e n s i o n l e s s f o r m . L e t L b e a n y 
l e n g t h o f t h e h e a t f l o w p r o b l e m . We i n t r o d u c e d i m e n s i o n l e s s c o o r -
X d i n a t e s w i t h x ' = a n d s o o n . T h e s c a l e d v o l u m e i s d e n o t e d V . 
L e t X Q b e a r e f e r e n c e t h e r m ; 
l e s s c o n d u c t i v i t y ^' = ^ • 
t h e r m a l c o n d u c t i v i t y . We u s e t h e d i m e n s i o n -
We g e t t h e f o l l o w i n g h e a t f l o w p r o b l e m : 
V ' • ( X ' V u ) = 0 i n V' 
r^-^ o n S^ ( 4 . 2 ) 
u = 0 o n Sj!^ 
T h e s o l u t i o n o f t h i s p r o b l e m w i l l b e c a l l e d t h e f u n d a m e n t a l c o n -
s t a n t - f l o w s o l u t i o n . 
T h e o p t i m a l t e m p e r a t u r e T o f ( 4 . 1 ) i s f r o m ( 4 . 2 ) g i v e n b y : 
20 
f ( x . y . z ) = + ^ . u ( ^ . ^ , ^ ) ( 4 . 3 ) 
On t h e b o u n d a r y S-] w e m u s t a l s o s a t i s f y t h e o r i g i n a l b o u n d a r y c o n -
d i t i o n ( 2 . 3 ) : 
I n s e r t i o n o f ( 4 . 3 ) a n d ( 3 . 5 ) g i v e s : 
T h i s f o r m u l a s h o w s h o w d i s t o b e c h o s e n i n o r d e r t o m i n i m i z e t h e 
h e a t l o s s . T h e o p t i m a l d i s t r i b u t i o n d i s d e t e r m i n e d b y t h e v a l u e s 
o f t h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u o n S - j . T h e c o n s t a n t q-^ i s 
d e t e r m i n e d b y t h e p r e s c r i b e d m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^. L e t u^ ^^  
b e t h e m e a n v a l u e o f u o v e r S ^ j : 
u„ • If d S = ^ u d S ( 4 . 6 ) 
T h e n w e h a v e , i f w e t a k e t h e m e a n v a l u e o f ( 4 . 5 ) o v e r S-^: 
^ o ^ T ; " n . ^ > T ' ^ l = T i ( 4 . 7 ) 
T h i s f o r m u l a d e t e r m i n e s q - j : 
( 4 . 8 , 
F r o m ( 4 . 8 ) a n d ( 4 . 5 ) w e g e t t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n : 
21 
df = + ^ L u„ - ^ L u ( 4 . 9 ) 
We f i n a T l y h a v e t h e r e s t r i c t i o n t h a t d c a n n o t b e n e g a t i v e . T h e 
s m a l l e s t v a l u e f o r d i s o b t a i n e d f o r t h e h i g h e s t u . L e t u„,„ b e 
ulaA 
t h e m a x i m u m v a l u e o f u o n S - j . T h e n w e h a v e t h e c o n d i t i o n 
^m ^ ~ ' • ( " m - " m a x ) ^ 0 
T h i s i s a r e q u i r e m e n t o n t h e p r e s c r i b e d m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s 
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We w i n i n t h i s p a r a g r a p h s u m m a r i z e t h e b a s i c f o r m u l a s a n d r e s u l t s . 
L e t L b e a r e f e r e n c e l e n g t h o f t h e h e a t f l o w p r o b l e m . T h e c o o r d i -
n a t e s a r e s c a l e d w i t h t h i s l e n g t h t o a d i m e n s i o n l e s s f o r m u l a t i o n . 
L e t X„ b e a c o n s t a n t r e f e r e n c e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y . T h e d i m e n -
s i o n ! e s s t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i s t h e n X' = . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u s a t i s f i e s ( 4 . 2 ) . T h e m a x i m u m 
a n d a v e r a g e v a l u e s o f u o n S-j a r e d e n o t e d u^^^ a n d u^^ r e s p e c t i v e -
l y -
T h e p r e s c r i b e d m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^ ^^  m u s t s a t i s f y : 
' ^ m ^ d ^ i n = ^ ' - . ( u ^ , ^ - u j ( 5 . 1 ) 
T h e r e s u l t s t o b e p r e s e n t e d i n t h e f o l l o w i n g a r e o n l y v a l i d , i f 
i n e q u a l i t y ( 5 . 1 ) i s f u l f i l l e d . T h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m f o r s m a l l -
e r d|^ i s d e f e r r e d t o a l a t e r s t u d y . We w i l l o n l y m e n t i o n t h a t , i n 
s u c h a c a s e , t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n i s z e r o f o r s o m e i n t e r n a l r e -
g i o n o f S - j . A n e x a m p l e i s i n d i c a t e d a s I I I i n F i g u r e 2 . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n o n S^ i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d ( 4 . 9 ) : 
d = d - d . 3 L • u 
( 5 . 2 ) 
^ = '^max -
T h e f u n c t i o n u g i v e s t h e f u n c t i o n a l v a r i a t i o n o f d o v e r S - j . We 
w i l l c a l l t i t h e _ 0 9 t i m a l _ i n s u l a t i o n _ f u n c t i o ^ T h i s f u n c t i o n i s z e r o 
a t t h e m a x i m u m p o i n t o f u a n d p o s i t i v e e l s e w h e r e . T h e i n s u l a t i o n 
t h i c k n e s s d i s p r o p o r t i o n a l t o u i n t h e l i m i t i n g c a s e , w h e n d^^ = 
^ m i n " p r o p o r t i o n a l i t y f a c t o r c o n t a i n s t h e l e n g t h L a n d t h e 
c o n d u c t i v i t y r a t i o X ^ / X ^ . T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s i n t h e l i m i t 
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ing case zero at u=u„,„ and positive elsewhere, max 
It is important to note that any additional insulation dj^ -dji^ ^^  is 
to be distributed evenly over . 
2 
The heat loss q-j (J/m s) through S-j is given by the simple formula 
(5.3) 
^1 " d_ L u_ 
^i 
This is an important formula. The heat flow q-j is equal to the tem-
perature difference T-i-T^ divided by a thermal resistance. The 
first term d^/X^ is the thermal resistance of an insulation layer 
with a thickness d^ equal to the mean insulation thickness. The 
second factor L-U^^AQ may be interpreted as a mean thermal resist-
ance of the soil. The equivalent thickness is L-u^ ^ and the thermal 
conductivity is X^. Figure 4 illustrates the heat loss formula 
(5.3). 
Figure 4 Heat loss formula (5.3). The soil may be regarded as a 
layer with the thickness L-u^^. 
The temperature distribution is: 
T(x.y.z) = T^ + 1 ^ u(^ . ^  . f) (5.4) 
Ao 
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6 A N A L Y T I C A L S O L U T I O N S 
T h e o p t i m a l t h e m a l i n s u l a t i o n p r o b l e m i s s o l v e d , w h e n t h e a p p r o -
p r i a t e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u i s d e t e r m i n e d . T h e r e a r e 
s o m e c a s e s , w h e n i t i s p o s s i b l e t o s o l v e t h e p r o b l e m a n a l y t i c a l l y . 
T h e h e a t f l o w p r o b l e m i s m o r e c o m p l i c a t e d t h a n n o r m a l l y d u e t o t h e 
m i x e d b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h e s o l u t i o n u i s p r e s c r i b e d o n o n e 
p a r t o f t h e b o u n d a r y , w h i l e t h e n o r m a l d e r i v a t i v e i s p r e s c r i b e d o n 
t h e r e m a i n i n g p a r t . We w i l l i n t h i s s e c t i o n p r e s e n t t w o i m p o r t a n t 
a n a l y t i c a l s o l u t i o n s . T h e r e m a i n i n g p a r t o f t h i s s t u d y w i l l b e d e -
v o t e d t o n u m e r i c a l l y o b t a i n e d r e s u l t s . 
T h e t w o s o l u t i o n s t h a t a r e p r e s e n t e d h e r e a r e d e r i v e d i n ( * ) . We 
w i l l n o t r e p e a t t h e d e r i v a t i o n s h e r e . 
T h e f i r s t s o l u t i o n c o n c e r n s t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e o f a _ g l a t e 
2 D . 5 h e _ g r o u n d . T h e h e a t f l o w t a k e s p l a c e i n t h e v e r t i c a l c r o s s -
s e c t i o n b e l o w a l o n g b u i l d i n g - s e e F i g u r e 1 . T h e g r o u n d p l a t e h a s 
t h e w i d t h 2 L . T h e g r o u n d o c c u p i e s t h e r e g i o n -"^^x^-oo , z ^ O . T h e 
p l a t e l i e s a l o n g z = 0 , - L ^ x ^ ^ L . T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i n t h e 
g r o u n d i s X^. 
T h e c o r r e s p o n d i n g c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u ( x , z ) s h a l l s a t i s f y : 
oc X ^ oo 
Z ^ 0 
( 6 . 1 ) 
T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e : 
u ( x , 0 ) = 0 X > 1 , X - 1 ( 6 . 2 ) 
6 u 
z = 0 
= 1 - W x ^ 1 ( 6 . 3 ) 
( * ) J o h a n C l a e s s o n : T h e o r y o f o p t i m a l t h e r m a l i n s u l a t i o n . 
M a t h e m a t i c a l P h y s i c s , L u n d , S w e d e n . T o a p p e a r . 
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T h e h e a t f l o w p r o b l e m i s i l l u s t r a t e d i n F i g u r e 5 . 
F i g u r e 5 B a s i c c o n s t a n t - f l o w p r o b l e m f o r a l o n g p l a t e o n t h e 
g r o u n d . 
T h e s o l u t i o n t o p r o b l e m ( 6 . 1 ) - ( 6 . 3 ) i s : 
u ( x , z ) = \f\jf^ + x ^ z ^ ' + f + z ( 6 . 4 ) 
, l + z 2 - x 2 f = ^ 
T h e t e m p e r a t u r e u ( 0 , z ) v e r t i c a l l y d o w n w a r d s f r o m t h e c e n t e r o f t h e 
p l a t e i s s h o w n i n F i g u r e 7 . T h e d e r i v a t i v e ^ a t t h e g r o u n d 
s u r f a c e i s s h o w n i n F i g u r e 8 . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n i s d e t e r m i n e d b y t h e v a l u e s o f 
u a l o n g t h e g r o u n d p l a t e . We h a v e , w h e n x i s r e p l a c e d b y t h e d i m e n -
s i o n l e s s v a r i a b l e x / L : 
u ( f 0 ) = \ / l - ^ 
2 
- L ^ x ^ L ( 6 . 5 ) 
T h i s f u n c t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 
I n p a r t i c u l a r w e h a v e t h e m a x i m u m a n d m e a n v a l u e s : 
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"n,ax = l u ^ = f ( 5 . 6 ) 
T h e o p t i m a l t h e r m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s f r o m ( 5 . 2 ) a n d 
( 5 . 1 ) : 
2 = V d . i n ^ ^ L . ( l - f ~ ^ ) ( 6 . 7 ) 
F i g u r e 2 : 1 , 1 1 s h o w s t h e c h a r a c t e r o f t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i -
b u t i o n . T h e f o r m u l a i s o n l y v a l i d , w h e n t h e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k -
n e s s e x c e e d s t h e m i n i m u m v a l u e : 
' ' m ^ d ^ i n = ^ L - ( l - f ) ( 6 . 8 ) 
T h e h e a t l o s s ( J / m ^ s ) i s w i t h ( 5 . 3 ) : 
Ti-T„ 
^ 1 = d ^ ° ( 6 - 9 ) 
X i X o 7 
T h e o t h e r c a s e , f o r w h i c h t h e r e i s a r e l a t i v e l y s i m p l e a n a l y t i c a l 
s o l u t i o n , h a s c y l i n d r i c a l s y n m e t r y . A g a i n , t h e g r o u n d p l a t e l i e s 
d i r e c t l y o n t h e g r o u n d s u r f a c e . I t h a s t h e s h a p e o f a _ c i r c L ! l a r _ d i s c . 
T h e r a d i u s o f t h e d i s c i s R. 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n i s a f u n c t i o n o f t h e d e p t h z a n d 
o f t h e r a d i a l d i s t a n c e r f r o m a v e r t i c a l a x i s t h r o u g h t h e c e n t e r 
o f t h e d i s c : u = u ( r , z ) . T h e d i s c l i e s a l o n g z = 0 , O ^ r ^ R . T h e t e m p e r a -
t u r e d i s t r i b u t i o n a l o n g t h e d i s c f o r t h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u -
t i o n b e c o m e s : 
u ( r , 0 ) = £ ^ 1 - 1 ^ o ^ r ^ R ( 6 . 1 0 ) 
R 
We h a v e i n t h i s c a s e : 
W=l " m = l T r ( 6 . 1 1 ) 
T h e o p t i m a l t h e r m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s t h e n : 
=^ V ^ m i n ^ ^ ^ n - V l ^ ) ( 6 . 1 2 ) 
T h e f o r m u l a i s a s u s u a l o n l y v a l i d 
n e s s d|^ e x c e e d s t h e m i n i m u m v a l u e : 
d . d . = ^ R- 2 
m m n n 3 T I 
2 
T h e h e a t l o s s q-j ( J / m s ) b e c o m e s : 
w h e n t h e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k -
( 6 . 1 3 ) 
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7 N U M E R I C A L PROCEDURE 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w p r o b l e m w i l l b e s o l v e d n u m e r i c a l l y f o r a 
l o t o f d i f f e r e n t c a s e s i n t h e f o l l o w i n g . T h e s t e a d y - s t a t e t e m p e r a -
t u r e f i e l d i s d e t e r m i n e d w i t h f i n i t e d i f f e r e n c e s . O v e r r e l a x a t i o n 
i s u s e d . 
T h e a c c u r a c y o f t h e n u m e r i c a l m e t h o d h a s b e e n t e s t e d a g a i n s t s o m e 
a n a l y t i c a l s o l u t i o n s . 
I n t h e f i r s t t e s t w e h a v e u s e d t h e e x a c t s o l u t i o n f o r t h e l o n g 
p l a t e o n t h e g r o u n d - s e e F i g u r e s 1 a n d 5 . T h e d e f i n i n g c o n d i t i o n s 
a r e ( 6 . 1 ) , ( 6 . 2 ) a n d ( 6 . 3 ) . T h e a n a l y t i c a l s o l u t i o n i s g i v e n b y 
( 6 . 4 ) . T h e g r o u n d r e g i o n i s d i v i d e d i n t o a r e c t a n g u l a r m e s h . T h e 
m e s h d i s t a n c e s a r e v a r i a b l e i n t h e h o r i z o n t a l a n d i n t h e v e r t i c a l 
d i r e c t i o n s . S m a l l e r d i s t a n c e s a r e u s e d n e a r t h e e d g e o f t h e p l a t e . 
T h e m e s h s i z e i s q u i t e l a r g e f a r a w a y f r o m t h e p l a t e . F i g u r e s 6 , 7 , 
a n d 8 s h o w a c o m p a r i s o n b e t w e e n t h e a n a l y t i c a l s o l u t i o n a n d t h e 
n u m e r i c a l l y c o m p u t e d o n e . F i g u r e 6 s h o w s t h e t e m p e r a t u r e d i s t r i b u -
t i o n a l o n g t h e g r o u n d p l a t e . T h i s i s t h e m o s t i m p o r t a n t q u a n t i t y , 
s i n c e i t g i v e s d i r e c t l y t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n . T h e 
n u m e r i c a l a c c u r a c y i s q u i t e g o o d . T h e l a r g e s t e r r o r s o c c u r a t t h e 
e d g e ( x = l ) . T h e m a x i m u m a b s o l u t e e r r o r i s i n t h i s c a s e a b o u t 0 . 0 3 . 
T h e m e s h c o n s i s t e d o f 3 9 x 2 6 p o i n t s . F i g u r e 7 s h o w s t h e t e m p e r a t u r e 
d i s t r i b u t i o n v e r t i c a l l y d o w n w a r d s f r o m t h e m i d - p o i n t o f t h e p l a t e . 
F i g u r e 8 s h o w s t h e h e a t f l o w t h r o u g h t h e g r o u n d s u r f a c e . 
3 0 
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T h e m e s h c o n s i s t e d o f t h i r t y - n i n e p o i n t s i n t h e h o r i z o n t a l d i r e c -
t i o n . T h i r t e e n o f t h e s e c o v e r e d t h e l e n g t h 0^x«l o f t h e p l a t e . 
C o a r s e r m e s h d i v i s i o n s h a v e a l s o b e e n t e s t e d . A p a r t i c u l a r l y i m -
p o r t a n t q u a n t i t y i s u ^ . We g o t t h e f o l l o w i n g r e l a t i v e e r r o r s f o r 
u„ f o r d i f f e r e n t m e s h e s : m 
T o t a l n u m b e r o f m e s h p o i n t s 3 9 x 2 6 1 9 x 1 3 1 7 x 1 2 1 5 x 1 1 
N u m b e r o f c e l l s a l o n g t h e 
g r o u n d p l a t e 1 3 6 5 4 
E r r o r f o r u„ m 2.6% 6% 8 % 1 6 % 
T h e f i n e s t m e s h w i t h a n e r r o r o f 2 . 6 % i s q u i t e s a t i s f a c t o r y . T h i s 
m e s h p r e c i s i o n h a s b e e n u s e d i n a l l t w o - d i m e n s i o n a l c a s e s ( p l a n e 
a n d c y l i n d r i c a l ) . A m e s h p r e c i s i o n t h a t c o r r e s p o n d s t o 5 c e l l s 
a l o n g t h e g r o u n d p l a t e h a s b e e n u s e d i n t h e t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e s . 
T h e e r r o r o f 8% f o r u^ ^^  i s j u d g e d t o b e a c c e p t a b l e . 
I t m a y b e n o t e d t h a t t h e r e l a t i v e e r r o r a t t h e e d g e o f t h e p l a t e 
w a s q u i t e h i g h f o r a l l m e s h d i v i s i o n s . T h e i n f l u e n c e f r o m t h i s 
e r r o r b e c o m e s s m a l l e r , w h e n m o r e c e l l s a r e u s e d . T h e r e a s o n f o r 
t h i s e d g e e r r o r s e e m s t o b e t h e c o m p l e x c h a r a c t e r o f t h e h e a t f l o w 
a t t h e i m m e d i a t e v i c i n i t y o f t h e e d g e o f t h e p l a t e . 
T h e b o u n d a r i e s f a r a w a y f r o m t h e p l a t e r e g i o n p o s e n o d i f f i c u l t y . 
We a s s u m e z e r o h e a t f l o w a t x = 1 0 a n d a t z = - 1 0 ( L = l ) . T h e c h a n g e o f 
t h e s o l u t i o n , w h e n t h e s e b o u n d a r i e s a r e m o v e d t o x = 2 0 a n d z = - 2 0 , 
i s q u i t e n e g l i g i b l e . 
T h e d i s c u s s e d c o m p a r i s o n c o n c e r n s a p l a n e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e . We 
h a v e a l s o c o m p a r e d t h e n u m e r i c a l r e s u l t s w i t h t h e a n a l y t i c a l s o l u -
t i o n f o r t h e c i r c u l a r d i s c o n t h e g r o u n d . T h i s i s a p r o b l e m w i t h 
c y l i n d r i c a l s y m m e t r y . U s i n g t h e f i n e m e s h , t h e e r r o r w a s 4 % . 
I n v a r i a b l y , t h e n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n s g i v e v a l u e s a b o v e t h e e x a c t 
o n e s . 
I n o r d e r t o g e t a t r u e l y t h r e e - d i m e n s - i o n a l t e s t c a s e w e h a v e u s e d 
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a w e l l - k n o w n a n a l y t i c a l s o l u t i o n f o r t h e t e m p e r a t u r e d i s t r i b u t i o n 
i n t h e g r o u n d b e l o w a r e c t a n g u l a r p l a t e w h i c h i s k e p t a t c o n s t a n t 
t e m p e r a t u r e T - i , w h i l e t h e g r o u n d s u r f a c e o u t s i d e t h e p l a t e i s k e p t 
a t a t e m p e r a t u r e T . T h e m e s h c o n s i s t e d o f f i v e c e l l s b e l o w t h e 
p l a t e i n t h e s h o r t e s t d i r e c t i o n . T h e n u m e r i c a l l y c o m p u t e d v e r t i c a l 
f l o w a t t h e m i d - p o i n t o f t h e r e c t a n g u l a r p l a t e d e v i a t e d b y 2 % f r o m 
t h e a n a l y t i c a l v a l u e . T h e e r r o r i n c e l l n u m b e r f o u r f r o m t h e c e n -
t e r w a s 8%. 
F r o m t h e s e c o m p a r i s o n s b e t w e e n n u m e r i c a l a n d a n a l y t i c a l v a l u e s w e 
e s t i m a t e t h a t w e h a v e t h e f o l l o w i n g a c c u r a c y . T h e e r r o r s i n t h e 
t w o - d i m e n s i o n a l c a s e s ( p l a n e a n d c y l i n d r i c a l ) a r e f o r u^^^^j^ a n d u^^ 
l e s s t h a n 2 % a n d 4 % r e s p e c t i v e l y . T h e e r r o r i n u a l o n g S-j i s l e s s 
t h a n 3% e x c e p t f o r t h e i m m e d i a t e v i c i n i t y o f e d g e s a n d c o r n e r s . 
T h e e r r o r s f o r u^^^ a n d u^ ^^  a r e Z% a n d 10-15°/ r e s p e c t i v e l y i n t h e 
t h r e e - d i m e n s i o n a l c o m p u t a t i o n s . T h e e r r o r f o r u i s l e s s t h a n l O X 
e x c e p t f o r t h e i m m e d i a t e v i c i n i t y o f e d g e s a n d c o r n e r s . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n h a s b e e n d e t e r m i n e d f o r a b o u t 6 0 
d i f f e r e n t c a s e s . T h e r e s u l t s a r e g i v e n i n t h e f o l l o w i n g p a r a g r a p h s . 
A c o m p u t e r r u n o f a t w o - d i m e n s i o n a l c a s e ( i n c l u d i n g c y l i n d r i c a l 
c a s e s ) r e q u i r e s 0 . 5 - 5 m i n u t e s o n a U N I V A C 1 1 0 8 . T h e m e s h h a s i n 
t h e s e c a s e s c o n s i s t e d o f f r o m 3 9 x 2 6 t o 5 0 x 8 0 p o i n t s . A c o m p u t o r r u n 
o f a t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e r e q u i r e s 2 - 7 m i n u t e s . T h e m e s h h a s c o n -
s i s t e d o f a b o u t 6 0 0 0 p o i n t s . 
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8 O P T I M A L I N S U L A T I O N OF A GROUND P L A T E 
We w i l l i n t h i s p a r a g r a p h s t u d y t h e p r o b l e m h o w t o i n s u l a t e a g r o u n d 
p l a t e i n a n o p t i m a l w a y . T h e g r o u n d p l a t e h a s a r e c t a n g u l a r s h a p e w i t h 
t h e s i d e s 2 L a n d 2 L , , w h e r e L . > L . S e e F i g u r e 9 . 
F i g u r e 9 R e c t a n g u l a r g r o u n d p l a t e w i t h t h e s i d e s 2 L a n d 2 L i . 
T h e g r o u n d f i l l s t h e h a l f - s p a c e z ^0. T h e p r o b l e m i s s c a l e d w i t h 
t h e l e n g t h L. T h e f u n d a m e n t a l c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u ( x , y , z ) s h a l l 
s a t i s f y : 
b^u , 5 ^ u . 8 ^ u _ n 
bx'^ 5y'^ &z'^ 
z < 0 ( 8 . 1 ) 
A t t h e g r o u n d s u r f a c e w e h a v e t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s : 
8 u _ , 
Q z ' 
u = 0 
z = 0 . - 1 -ix < c l , - j~^y<j~-
z = 0 , X a n d y o u t s i d e g r o u n d p l a t e 
( 8 . 2 ) 
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T h e s o l u t i o n d e p e n d s o n t h e s h a p e p a r a m e t e r l-^/l. T h e p r o b l e m h a s 
b e e n s o l v e d n u m e r i c a l l y f o r L i / L = l , 1 . 5 , 2 , 3 , 5. T h e r e s u l t s a r e 
s h o w n i n F i g u r e 1 0 . T h e d i a g r a m s s h o w t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c -
t i o n u=u„,„-u a s a f u n c t i o n o f x / L f o r d i f f e r e n t y / L . T h e a c c u r a c y 
m a x 
o f t h e v a l u e s i s d i s t i n c t l y l o w e r n e a r t h e e d g e s o f t h e p l a t e . T h e s e 
r e s u l t s w i t h l o w e r a c c u r a c y a r e g i v e n w i t h d a s h e d l i n e s . 
F i g u r e 1 1 s h o w s t h e m e a n v a l u e a s a f u n c t i o n o f L - j / L , w h i l e 
F i g u r e 1 2 s h o w s u ^ ^ ^ - u ^ . 
L e t d j j j b e t h e p r e s c r i b e d m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s o v e r t h e g r o u n d 
p l a t e . O u r r e s u l t s b e l o w a r e a s u s u a l o n l y v a l i d i f 
d 2 d . = — L - ( u - u ) ( 8 . 3 ) m " m i n '•"max "m' ^ ' 
T h e f a c t o r u„,„-u„ i s g i v e n i n F i g u r e 1 2 . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h i c k n e s s o v e r t h e g r o u n d p l a t e i s n o w 
d - ' ^ m - ' ^ m i n ^ r ' - ^ '^''^  
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s v a r i e s a s u , w h i c h i s g i v e n i n F i g u r e 1 0 
f o r d i f f e r e n t L.|/L. T h e e x c e s s i n s u l a t i o n a b o v e t h e m i n i m u m v a l u e , 
'^m~''min' '^^  *° d i s t r i b u t e d e v e n l y o v e r t h e p l a t e . 
T h e l i m i t i n g c a s e L ^ / L = oo g i v e s t h e p r e v i o u s t w o - d i m e n s i o n a l 
c a s e , w h i c h w a s s o l v e d a n a l y t i c a l l y . T h e v a l u e s o f u f o r s m a l l 
y / L a r e r a t h e r c l o s e t o t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e , w h i c h i s g i v e n 
b y ( 6 . 5 ) a n d ( 6 . 6 ) . We s e e f r o m F i g u r e 1 0 f o r L ^ / L = 3 a n d 5 t h a t 
t h e s o l u t i o n i n t h e c e n t r a l r e g i o n { y / l ^ ^ . 5 a n d y / L < 2 . 5 r e s p e c -
t i v e l y ) i s n o t f a r f r o m t h e t w o - d i m e n s i o n a l o n e . T h e v a l u e o f u^ ^^  
f o r L.|/L=5 i s f r o m F i g u r e 1 1 U|^=0.78. T h i s v a l u e i s h o w e v e r p e r -
h a p s 1 0 % t o o h i g h , s i n c e t h e t w o - d i m e n s i o n a l v a l u e i s U|^ = ^ - 0 . 7 8 5 . 
F i g u r e 1 0 T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u f o r a r e c t a n g u l a r 
p l a t e o n t h e g r o u n d . E a c h d i a g r a m r e f e r s t o a c e r t a i n 
s h a p e L - j / L . 
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0 I I I 1 1 
1 2 3 4 5 
L i / L 
F i g u r e 11 T h e m e a n v a l u e u^, a s a f u n c t i o n o f t h e s h a p e L - j / L o f 
t h e r e c t a n g u l a r p l a t e . 
I 1 I I 1 
1 2 3 4 5 
L i / L 
F i g u r e 12 T h e q u a n t i t y Unig^'^m ^ f u n c t i o n o f t h e s h a p e L i / L o f 
t h e r e c t a n g u l a r p l a t e . 
T h e h e a t l o s s ( J / m ' ^ s ) o f t h e o p t i m a l l y i n s u l a t e d p l a t e i s g i v e n 
b y f o r m u l a ( 5 . 3 ) : 
37 
^ 1 = ( 8 . 5 ) 
T h e f u n c t i o n u i s s h o w n i n F i g u r e 1 1 . 

39 
9 O P T I M A L I N S U L A T I O N OF A C E L L A R 
T h e c e l l a r o r u n d e r g r o u n d b a s e m e n t o f a b u i l d i n g h a s a f l o o r a n d 
w a l l s t h a t b o r d e r o n t h e s u r r o u n d i n g g r o u n d . T h e g e o m e t r y i s t o o 
c o m p l i c a t e d t o a l l o w a n y a n a l y t i c a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e c o r r e -
s p o n d i n g b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n . We h a v e t o r e s o r t t o n u m e -
r i c a l c a l c u l a t i o n s . 
A s y s t e m f o r h e a t s t o r a g e i n t h e g r o u n d i s a n o t h e r c a s e w i t h t h e 
s a m e g e o m e t r y . T h e s t o r a g e r e g i o n m a y b e q u i t e l a r g e . I t i s v e r y 
i m p o r t a n t t o i n s u l a t e t h e s t o r a g e t h e r m a l l y a s w e l l a s p o s s i b l e . 
H e a t s t o r a g e s y s t e m s i s t h e r e f o r e a n i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n o f t h e 
o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y . 
We w i l l h e r e c o n s i d e r t h r e e g e o m e t r i e s f o r t h e c e l l a r . T h e s i m p l e s t 
c a s e i s a l o n g h o u s e f o r w h i c h w e s t u d y a v e r t i c a l c r o s s - s e c t i o n . 
We g e t a t w o - d i m e n s i o n a l h e a t f l o w p r o b l e m . T h e c r o s s - s e c t i o n o f 
t h e c e l l a r i s r e c t a n g u l a r . We w i l l u s e t h e d e n o m i n a t i o n c e l l a r 
c r o s s - s e c t i o n f o r t h i s c a s e . T h e s e c o n d c a s e c o n c e r n s a c e l l a r o f 
c y l i n d r i c a l s h a p e . T h e c y l i n d r i c a l r e g i o n m a y b e u s e d f o r h e a t 
s t o r a g e . F i n a l l y w e w i l l s t u d y t h e m o s t i m p o r t a n t c a s e , w h e n t h e 
c e l l a r h a s t h e s h a p e o f a p a r a l l e l e p i p e d . 
F i g u r e 1 3 s h o w s t h e f i r s t c a s e o f a_cella!:-9C9§§l5§Stion. T h e 
p r o b l e m i s t w o - d i m e n s i o n a l i n t h e v e r t i c a l p l a n e . T h e w i d t h o f t h e 
h o u s e i s 2 L . T h e h e i g h t o f t h e c e l l a r i s H. T h e p r o b l e m i s s y m m e t -
r i c a l r e l a t i v e t o t h e d a s h e d v e r t i c a l l i n e o f F i g u r e 1 3 . O u r t a s k i s 
t o d e t e r m i n e t h e o p t i m a l t h e r m a l i n s u l a t i o n a l o n g t h e h o r i z o n t a l 
a n d v e r t i c a l b o u n d a r y o f t h e c e l l a r . O u r p r o b l e m i s a s u s u a l s c a l e d 
w i t h t h e l e n g t h L. T h e b o u n d a r y c u r v e i s d e t e r m i n e d b y a c o o r d i n a t e 
u 
s , w h i c h r u n s f r o m s = 0 t o s = l + •[-• . S e e F i g u r e 1 3 . T h e s t a r t i n g 
p o i n t s = 0 g i v e s t h e m i d - p o i n t o f t h e f l o o r o f t h e c e l l a r . T h e c o r n e r 
b e t w e e n t h e f l o o r a n d t h e w a l l c o r r e s p o n d s t o s = l . T h e v e r t i c a l w a l l 
u 
o f t h e c e l l a r c o r r e s p o n d s t o 1 - S - 1 + T h e c o o r d i n a t e s i s a l s o 
s h o w n e x p l i c i t e l y i n F i g u r e 1 3 . 
F i g u r e 1 3 A c e l l a r w i t h a r e c t a n g u l a r c r o s s - s e c t i o n . 
T w o - d i m e n s i o n a l c a s e . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u s h a l l s a t i s f y t h e L a p l a c e e q u a -
t i o n A u = 0 i n t h e g r o u n d o u t s i d e t h e c e l l a r . T h e t e m p e r a t u r e s h a l l 
b e z e r o a t t h e g r o u n d s u r f a c e . A t t h e v e r t i c a l a n d h o r i z o n t a l b o u n -
d a r y o f t h e c e l l a r t h e n o r m a l d e r i v a t i v e i s ^ = 1 . T h e s o l u t i o n u 
d e p e n d s o n t h e s h a p e p a r a m e t e r H / L . T h e p r o b l e m h a s b e e n s o l v e d f o r 
s e v e r a l v a l u e s o f H / L . T h e i n s u l a t i o n i s d e t e r m i n e d b y t h e o p t i m a l 
i n s u l a t i o n f u n c t i o n u=u„,„-u a l o n g t h e b o u n d a r y o f t h e c e l l a r . T h e 
r n a x 
r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e 1 4 . E a c h c u r v e g i v e s t h e o p t i m a l i n s u l a -
t i o n f u n c t i o n f o r a c e r t a i n H / L . T h e c u r v e H / L = 0 g i v e s t h e p r e v i o u s 
c a s e o f a p l a t e o n t h e g r o u n d . T h e l e f t p a r t o f t h e c u r v e s , 0 * s ^ 1 , 
g i v e s t h e d i s t r i b u t i o n o n t h e f l o o r f r o m t h e m i d - p o i n t t o t h e c o r n e r . 
T h e r i g h t p a r t , 1 - s - l + H / L , g i v e s t h e v a l u e s o f u u p w a r d s a l o n g t h e 
v e r t i c a l w a l l o f t h e c e l l a r . 
F i g u r e s 1 5 a n d 1 5 s h o w u^^ a n d U | ^ g ^ - U | ^ a s a f u n c t i o n o f t h e s h a p e 
H/L. T h e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d|^ m u s t a s u s u a l e x c e e d <i^^^= 
LN-/Xo(u,3,-uJ. 
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F i g u r e 14 T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u f o r t h e c e l l a r c r o s s -
s e c t i o n . 
F i g u r e 1 6 T h e q u a n t i t y u - u - f o r t h e c e l l a r c r o s s - s e c t i o n . 
4 3 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n i s f r o m ( 5 . 2 ) : 
d ~ = ' ' n i - ' ' m i n + ^ ' - u ( 9 . 1 ) 
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d i s e q u a l t o a c o n s t a n t p a r t d|„"d|^ -jp 
p l u s X - . J A Q ' L - U , w h e r e u i s s h o w n i n F i g u r e 1 4 . T h e i n s u l a t i o n cf 
i s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u i n 
t h e l i m i t i n g c a s e d j j j = d ^ - j n - F i g u r e 1 7 s h o w s t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n 
d i s t r i b u t i o n i n s u c h a c a s e ( H / L = 0 . 8 , d | ^ = d ^ . j f , . L X . J / X Q = 1 ) . T h e i n -
s u l a t i o n t h i c k n e s s i s z e r o a t t h e c e n t e r o f t h e f l o o r o f t h e c e l l a r 
( s = 0 ) . T h e t h i c k n e s s i n c r e a s e s t o d = u = 0 . 6 1 a t t h e c o r n e r b e t w e e n 
t h e f l o o r a n d t h e w a l l . T h e t h i c k n e s s i n c r e a s e s a l o n g t h e w a l l f r o m 
d = u = 0 . 6 1 t o d = u = 1 . 5 a t t h e e d g e b e t w e e n t h e c e l l a r a n d t h e g r o u n d 
s u r f a c e . F i g u r e 1 7 s h o w s t h e s h a p e o f t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t -
r i b u t i o n f o r d | n = d ^ - j n ' ^ " a d d i t i o n a l a m o u n t o f i n s u l a t i o n d j ^ - d ^ ^ - f , 
i s t o b e d i s t r i b u t e d e v e n l y o v e r t h e c e l l a r s u r f a c e . 
F i g u r e 1 7 O p t i m a l t h e r m a l i n s u l a t i o n a l o n g a c e l l a r c r o s s - s e c t i o n 
f o f " d n , = d m i n - ( L X i A o = l ) . 
44 
F i g u r e 1 8 s h o w s t h e s e c o n d c a s e , w h e n t h e c e l l a r o r h e a t s t o r a g e 
r e g i o n h a s a _ c ^ l i n d r i c a l _ s h a g e . T h e r a d i u s o f t h e c y l i n d e r i s R, 
a n d t h e h e i g h t i s H. T h e p r o b l e m i s t o i n s u l a t e t h e b o t t o m s u r f a c e 
a n d t h e v e r t i c a l e n v e l o p e o f t h e c y l i n d e r i n a n o p t i m a l w a y . 
F i g u r e 1 8 C e l l a r o r h e a t s t o r a g e r e g i o n o f a c y l i n d r i c a l s h a p e 
w i t h r a d i u s R a n d h e i g h t H. 
T h e p r o b l e m i s s c a l e d w i t h t h e l e n g t h R. T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w 
s o l u t i o n u d e p e n d s o n t h e s h a p e f a c t o r H/R. T h e p r o b l e m h a s b e e n 
s o l v e d n u m e r i c a l l y f o r s e v e r a l v a l u e s o f H/R. T h e o p t i m a l i n s u l a -
t i o n f u n c t i o n t i , w h i c h i s d e f i n e d o n t h e c y l i n d e r s u r f a c e , i s s h o w n 
i n F i g u r e 1 9 . T h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s i s d e f i n e d b y t h e s m a l l 
f i g u r e . T h e c e n t e r o f t h e b o t t o m s u r f a c e o f t h e c y l i n d e r c o r r e -
s p o n d s t o s = 0 . T h e v a l u e s o f Ci f o r 0 - s - l s h o w t h e r a d i a l i n c r e a s e 
a l o n g t h e b o t t o m s u r f a c e . T h e d i s t r i b u t i o n u p w a r d s o n t h e c y l i n d -
r i c a l e n v e l o p e i s g i v e n f o r I s s ^ l + H / R . T h e c u r v e H / R = 0 g i v e s t h e 
p r e v i o u s c a s e o f a c i r c u l a r d i s c o n t h e g r o u n d . 
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s 
F i g u r e 1 9 O p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r a c y l i n d r i c a l c e l l a r 
o r h e a t s t o r a g e . 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n i s n o t m o n o t o n o u s l y i n c r e a s i n g f o r s a y 
H / R = 2 . T h e r e i s a l o c a l m a x i m u m a t t h e c o r n e r s = l . T h i s i s r e a s o n -
a b l e , s i n c e t h e p r o t r u d i n g c o r n e r r e g i o n i s m o r e e x p o s e d t o t h e 
s u r r o u n d i n g s o i l . 







F i g u r e 2 0 T h e m e a n v a l u e f o r d i f f e r e n t s h a p e s H/R o f t h e 




.0 I 1 1 1 , I I I J 
.0 IJ) 2.0 
H 
R" 
F i g u r e 2 1 T h e q u a n t i t y u_,^-u„ f o r d i f f e r e n t s h a p e s H/R o f t h e 
c y l i n d e r . ""^ ^ 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y t h e b a s i c f o r m u -
l a s a n d F i g u r e s 1 9 - 2 1 . T h e r e s u l t s a r e o n l y v a l i d , i f d ^ i - d ^ ^ p 
a c c o r d i n g t o ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 2 1 . T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u -
t i o n i s g i v e n b y f o r m u l a ( 5 . 2 ) a n d F i g u r e 1 9 . T h e h e a t l o s s i s d e -
t e r m i n e d f r o m f o r m u l a ( 5 . 3 ) a n d F i g u r e 2 0 . 
F i g u r e 2 2 s h o w s o u r t h i r d c a s e , w h e n t h e c e l l a r h a s t h e s h a 9 e _ o f 




F i g u r e 2 2 C e l l a r o r h e a t s t o r a g e w i t h t h e s h a p e o f a 
p a r a l l e l e p i p e d . 
T h e h e i g h t o f t h e c e l l a r i s H. T h e h o r i z o n t a l c r o s s - s e c t i o n h a s a 
w i d t h 2 L a n d a l e n g t h 21-^, w h e r e L - i ^ L . T h e r e a r e t w o s y m m e t r y 
p l a n e s : x = 0 a n d y = 0 - s e e F i g u r e 2 2 . We n e e d o n l y t o c o n s i d e r t h e 
p r o b l e m f o r x - 0 , y - 0 , a n d z - 0 . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n h a s b e e n c o m p u t e d n u m e r i c a l l y f o r 
t h r e e d i f f e r e n t c a s e s L ^ / L = l , 2 , 5 . T h e h e i g h t w a s H / L = 0 . 4 i n a l l 
t h r e e c a s e s . 
We a r e i n t e r e s t e d i n t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u=Uujg^^-u f o r 
t h e t h r e e r e c t a n g u l a r s u r f a c e s . T h e f l o o r r e c t a n g l e o f t h e c e l l a r 
i s d e f i n e d b y z = - H / L , 0 x 1 , a n d O ' ^ y ^ - L i / L . T h e t w o w a l l r e c t -
a n g l e s a r e g i v e n b y y=l-^/l, 0 -e-x < . l , -H/L < z ^ 0 a n d x = l , 0 <; y < L ^ / L , 
- H / L < - z ' - 0 r e s p e c t i v e l y - s e e F i g u r e 2 2 . T h e c o m p u t e d v a l u e s f o r 
t h e t h r e e r e c t a n g l e s a r e s h o w n i n T a b l e 1 . 
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y 
.20 .50 .70 .85 .95 
.20 .0 .06 .14 .23 .32 .48 .53 .65 
.50 .06 .12 .19 .27 .35 .50 .54 .66 
.70 .14 .19 .24 .32 .39 .52 .56 .66 
.85 .23 .27 .32 .38 .44 .55 .59 .68 
.95 .32 .35 .39 .44 .49 .58 .61 .69 
.48 .50 .52 .55 .58 - . 3 5 
.53 .54 .56 .59 .61 - . 2 5 
.65 .66 .66 .68 .69 - . 1 0 
L^/L - ] H/L = 0.4 
y 
.25 .75 1.20 1.50 1.70 1.85 1.95 
.20 .00 .03 .11 .21 .30 .41 .51 .69 .75 .88 
.50 .09 .12 .19 .27 .36 .46 .54 .71 .77 .89 
« .70 .19 .21 .27 .35 .42 .51 .59 .74 .78 .89 
.85 .31 .33 .38 .44 .50 .58 .64 .77 .81 .91 
.95 .42 .44 .48 .53 .58 .64 .70 .80 .84 .92 
.64 .65 .67 .70 .73 .77 .80 - . 35 
.72 .72 .74 .76 .78 .81 .84 - . 2 5 
.87 .87 .87 .88 .89 .91 .92 - . 1 0 
L , /L = 2 H/L = 0.4 
y 
1.00 2.50 3 .25 3 .75 4 .20 4 . 50 4 .70 4 .85 4 .95 
.20 .00 .04 .09 .14 .23 .34 .44 .55 .65 .84 .91 1.04 
.50 .10 .14 .18 .23 .31 .41 .49 .60 .69 .86 .92 1.05 
.70 .22 .25 .29 .33 .40 .48 .56 .65 .73 .89 .94 1.05 
.85 .36 .38 .42 .46 .51 .58 .65 .72 .79 .92 .97 1.07 
.95 .48 .50 .53 .57 .52 .67 .73 .79 .85 .95 .99 1.08 
.74 .76 .77 .79 .82 .85 .88 .92 .95 - . 3 5 
.84 .85 .86 .87 .89 .91 .93 .96 .99 - . 2 5 
1.01 1.02 1.02 1.03 1.03 1.04 1.05 1.07 1.08 - . 1 0 
L^/L = 5 H/L = 0.4 
Table 1 Optimal insulation function U for a cellar with the shape 
of a parallelepiped. 
T h e c o o r d i n a t e s x , y , a n d z o f t h e m e s h p o i n t s a r e s h o w n o u t s i d e 
t h e t h r e e r e c t a n g l e s . 
T h e v a l u e s o f u„ a n d u„,„-u_ f o r t h e t h r e e c a s e s a r e g i v e n i n m r n a x in 
T a b l e 2 . 
L i / L 1 2 5 
0 . 4 8 0 . 6 6 0 . 8 0 H / L = 0 . 4 
'^max""m 0 . 3 9 0 . 4 5 0 . 4 6 
T a b l e 2 T h e m e a n v a l u e u„ a n d t h e q u a n t i t y u„,„-u„ f o r a 
i n i T l a X I n 
p a r a l l e l e p i p e d i c c e l l a r . 
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1 0 O P T I M A L I N S U L A T I O N OF A C U L V E R T 
H e a t e d p i p e s , t u n n e l s , d u c t s , a n d c u l v e r t s i n t h e g r o u n d m a y h a v e 
c o n s i d e r a b l e h e a t l o s s e s d u e t o t h e i r l o n g e x t e n s i o n . I t i s v a l u -
a b l e t o k n o w h o w t o i n s u l a t e t h e h e a t e d r e g i o n i n t h e g r o u n d i n a n 
o p t i m a l w a y . T h e h e a t f l o w p r o b l e m i s t w o - d i m e n s i o n a l i n t h e v e r -
t i c a l p l a n e p e r p e n d i c u l a r t o t h e d u c t i n t h e g r o u n d . 
We w i l l h e r e s t u d y t h e c a s e , w h e n t h e c r o s s - s e c t i o n o f t h e i n s u l a t -
e d r e g i o n i s r e c t a n g u l a r . We w i l l t a l k a b o u t a c u l v e r t i n t h e 
g r o u n d . S e e F i g u r e 2 3 . 
F i g u r e 2 3 C u l v e r t o r t u n n e l i n t h e g r o u n d w i t h r e c t a n g u l a r 
c r o s s - s e c t i o n . 
T h e h e i g h t o f t h e c u l v e r t i s H, a n d t h e w i d t h i s 2 L . T h e u p p e r 
s u r f a c e o f t h e c u l v e r t l i e s a t a d e p t h D b e l o w t h e g r o u n d s u r f a c e . 
T h e p r o b l e m i s t o d e t e r m i n e t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n 
a l o n g t h e c u l v e r t s u r f a c e , i . e a l o n g t h e r e c t a n g l e . We n e e d o n l y 
t o c o n s i d e r t h e r i g h t h a l f o f t h e c u l v e r t a n d t h e g r o u n d d u e t o 
s y m m e t r y . S e e F i g u r e 2 4 . T h e p r o b l e m i s s c a l e d w i t h t h e l e n g t h L. 
We i n t r o d u c e a c o o r d i n a t e s a l o n g t h e r e c t a n g u l a r b o u n d a r y c u r v e 
o f t h e c u l v e r t . T h e s t a r t i n g p o i n t s = 0 i s t h e c e n t e r o f t h e l o w e r 
b o u n d a r y l i n e . T h e l o w e r c o r n e r i s g i v e n b y s = l . T h e v e r t i c a l s i d e 
F i g u r e 2 4 T h e r i g h t h a l f o f t h e c u l v e r t a n d t h e g r o u n d . T h e 
c o o r d i n a t e s g i v e s t h e p o s i t i o n a l o n g t h e r e c t a n g u l a r 
b o u n d a r y c u r v e . 
i s r e p r e s e n t e d b y l ^ s ^ l t p w h e r e s = l + H / L g i v e s t h e u p p e r c o r n e r . 
T h e c e n t e r o f t h e u p p e r s u r f a c e i s g i v e n b y s = 2 + H / L . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u i s z e r o a t t h e g r o u n d s u r f a c e . 
T h e n o r m a l d e r i v a t i v e a t t h e r e c t a n g u l a r b o u n d a r y o f t h e c u l v e r t 
i s e q u a l t o + 1 . T h e s o l u t i o n u d e p e n d s o n t h e t w o s h a p e p a r a m e t e r s 
H/L a n d D / L . T h e l i m i t D / L = 0 g i v e s t h e p r e v i o u s c a s e o f a r e c t a n g -
u l a r c e l l a r . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u i s d e f i n e d a l o n g t h e c u r v e O - s ^ 
2 + H / L . T h e n u m e r i c a l l y c o m p u t e d r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e s 2 5 -
2 8 , T h e f i g u r e s r e f e r t o H / L = 0 . 2 , 0 . 5 , 1 . 0 , a n d 2 . 0 r e s p e c t i v e l y . 
T h e f o u r c u r v e s i n e a c h f i g u r e r e f e r t o d i f f e r e n t d e p t h s D / L . T h e 
d a s h e d c u r v e r e f e r s t o t h e l i m i t D / L = 0 , w h i c h i s t h e p r e v i o u s l y 
s t u d i e d c a s e o f a r e c t a n g u l a r c e l l a r . 
F i g u r e 2 6 O p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r a c u l v e r t . 
F i g u r e 2 8 O p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r a c u l v e r t . 
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T h e m e a n v a l u e u^^ a n d t h e q u a n t i t y U j ^ ^ j ^ x ' ^ m s h o w n i n F i g u r e s 
2 9 a n d 3 0 a s f u n c t i o n s o f t h e g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s H/L a n d D / L . 
T h e l i m i t i n g c a s e D / L = 0 c o r r e s p o n d s t o a r e c t a n g u l a r c e l l a r . T h e 
v a l u e s o f u„ d i f f e r d u e t o t h e f a c t t h a t w e d i d n o t i n c l u d e t h e m 
u p p e r s u r f a c e i n t h e p r e v i o u s c a s e w i t h c e l l a r . T h e v a l u e s o f 
b e c o m e c o n s i s t e n t i f , i n t h e c e l l a r c a s e , t h e u p p e r b o u n d a r y i s 
a t t r i b u t e d t h e c o n s t a n t v a l u e ij=u„^„ a n d t h i s i s i n c l u d e d i n t h e 
m a x 
m e a n v a l u e . T h i s u p p e r p a r t c o r r e s p o n d s t o t h e h o r i z o n t a l p a r t o f 
t h e d a s h e d l i n e s i n F i g u r e s 2 5 - 2 8 . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d a n d t h e h e a t l o s s q-j a r e 
g i v e n b y t h e b a s i c f o r m u l a s ( 5 . 2 ) a n d ( 5 . 3 ) p r o v i d e d t h a t ( 5 . 1 ) 
i s v a l i d . 
F i g u r e 3 0 T h e q u a n t i t y u„^^-u„ f o r a c u l v e r t . 
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n TWO R E G I O N S OF S O I L 
T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i n t h e g r o u n d h a s b e e n c o n s t a n t i n t h e 
c a s e s t h a t w e h a v e d i s c u s s e d s o f a r . B u t t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n 
t h e o r y i s v a l i d f o r a v a r i a b l e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y t h r o u g h t h e 
h e a t f l o w r e g i o n . I t i s q u i t e c o m m o n t h a t t h e s o i l c o n s i s t s o f 
d i f f e r e n t s t r a t a w i t h d i f f e r e n t t h e r m a l c o n d u c t i v i t i e s . T h e d i f -
f e r e n c e i n c o n d u c t i v i t y i s c o n s i d e r a b l e b e t w e e n s o i l a n d r o c k . 
We w i l l h e r e o n l y c o n s i d e r o n e p a r t i c u l a r c a s e . T h e g r o u n d c o n -
s i s t s o f g r a n i t e r o c k e x c e p t f o r a r e l a t i v e l y t h i n c o v e r i n g s o i l 
l a y e r o f f o r e x a m p l e m o r a i n e . T h i s c a s e i s q u i t e c o m m o n i n S w e d e n . 
T h e m o r a i n e h a s t h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y X^, a n d t h e u n d e r l y i n g 
g r a n i t e t h e h i g h e r c o n d u c t i v i t y 3 } ^ . 
We w i l l s t u d y t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n o f a c e l l a r w i t h t h e h e i g h t 
H. T h e c e l l a r i s b u i l t d o w n t o t h e g r a n i t e . T h e t h i c k n e s s o f t h e 
m o r a i n e s t r a t u m i s t h e r e f o r e a l s o H. 
T h e f i r s t n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n c o n c e r n s a r e c t a n g u l a r c e l l a r . We 
h a v e p r e v i o u s l y s t u d i e d t h i s c a s e f o r c o n s t a n t t h e r m a l c o n d u c t i v i -
t y i n t h e g r o u n d - s e e F i g u r e 1 3 . T h e w i d t h o f t h e c e l l a r i s a g a i n 
2 L . T h e s i t u a t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 3 1 . 
F i g u r e 3 1 R e c t a n g u l a r c e l l a r i n a g r o u n d , o f g r a n i t e ( 2 \ Q ) , w h i c h 
i s c o v e r e d b y a m o r a i n e l a y e r ( K Q ) . 
T h e p r o b l e m i s s c a l e d w i t h t h e l e n g t h L. T h e d i m e n s i o n l e s s t h e r m a l 
c o n d u c t i v i t y V = X / X g i s e q u a l t o + 1 i n t h e m o r a i n e a n d + 3 i n t h e 
g r a n i t e . T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n s a t i s f i e s ( 4 . 2 ) . T h e 
n o r m a l d e r i v a t i v e o f u i s n o w e q u a l t o + 1 o n t h e v e r t i c a l b o u n d a r y 
a g a i n s t t h e m o r a i n e , a n d + - j o n t h e b o t t o m o f t h e c e l l a r t h a t b o r -
d e r s o n t h e g r a n i t e . 
F i g u r e 3 2 s h o w s t h e c o m p u t e d o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r H/L= 
1 . We h a v e i n t h i s c a s e : 
u = 0 . 5 9 m ( 1 1 . 1 ) 
2. 
F i g u r e 3 2 O p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r a r e c t a n g u l a r c e l l a r o n 
a g r a n i t e g r o u n d w i t h a l a y e r o f m o r a i n e . T h e d a s h e d 
c u r v e r e f e r s t o t h e h o m o g e n e o u s g r o u n d . 
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T h e d a s h e d l i n e s h o w s t h e s a m e c a s e f o r a h o m o g e n e o u s g r o u n d - s e e 
F i g u r e 1 4 . T h e h i g h e r t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i n t h e g r a n i t e i n c r e a s e s 
c o n s i d e r a b l y t h e h e a t l o s s t h r o u g h t h e f l o o r o f t h e c e l l a r . T h e 
r e l a t i v e a m o u n t o f i n s u l a t i o n t o b e p u t o n t h e f l o o r i n c r e a s e s 
t h e r e f o r e . T h i s i s s h o w n b y t h e t w o c u r v e s . 
O u r s e c o n d n u m e r i c a l s t u d y c o n c e r n s a c y l i n d r i c a l c e l l a r . T h e r a -
d i u s i s R. T h e s i t u a t i o n i s e s s e n t i a l l y s h o w n i n F i g u r e 1 8 . T h e 
u p p e r l a y e r o f t h e s o i l i s a g a i n m o r a i n e w i t h a c o n d u c t i v i t y X ^ . 
D o w n w a r d s f r o m t h e d e p t h H t h e g r o u n d c o n s i s t s o f g r a n i t e w i t h t h e 
t h e r m a l c o n d u c t i v i t y 3 X Q . T h e c i r c u l a r b o t t o m o f t h e c e l l a r b o r d e r s 
o n t h e g r a n i t e , w h i l e t h e v e r t i c a l e n v e l o p e b o r d e r s o n t h e m o r a i n e . 
F i g u r e 3 3 s h o w s t h e c o m p u t e d o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r H/R= 
0 . 4 a n d 1 . 0 . We h a v e i n t h i s c a s e : 
H/R 0 . 4 1 
"m . 2 2 . 3 3 
^ m a x " " m . 0 7 9 . 0 2 6 
T h e d a s h e d l i n e s i n F i g u r e 3 3 s h o w t h e s a m e c a s e f o r a h o m o g e n e o u s 
g r o u n d f r o m F i g u r e 1 9 . 
T h e s h a p e o f t h e c u r v e s ( d a s h e d a n d f u l l l i n e s ) c h a n g e s d r a s t i c a l l y 
b e t w e e n t h e t w o c a s e s . T h e d i f f e r e n c e i s m o s t p r o n o u n c e d f o r t h e 
d e e p e r c e l l a r H / R = 1 . 0 . T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d i s r e l a -
t i v e l y c o n s t a n t o v e r t h e b o t t o m s u r f a c e o f t h e c y l i n d e r . T h e r e i s 
a l o c a l m a x i m u m a t t h e c o r n e r . T h e n t h e i n s u l a t i o n u d e c r e a s e s u p -
w a r d s t o a m i n i m u m f o r s ^ l . S S , i . e . a t t h e d e p t h 0 . 6 5 H b e l o w t h e 
g r o u n d s u r f a c e . 
T h i s e x a m p l e i l l u s t r a t e s t h a t t h e r e m a y b e a d r a s t i c c h a n g e o f t h e 
o p t i m a l i n s u l a t i o n , w h e n t h e s o i l c o n t a i n s d i f f e r e n t p a r t s w i t h 
h i g h l y d i f f e r e n t t h e r m a l c o n d u c t i v i t i e s . 
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F i g u r e 3 3 O p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r a c y l i n d r i c a l c e l l a r 
i n a g r o u n d w i t h m o r a i n e a n d g r a n i t e . T h e d a s h e d c u r v e s 
r e f e r t o t h e h o m o g e n e o u s g r o u n d . 
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1 2 E F F E C T OF GROUND WATER 
M o v i n g g r o u n d w a t e r , w h i c h i s n o t t o o f a r b e l o w t h e i n s u l a t e d s t r u c -
t u r e , w i l l c h a n g e t h e h e a t f l o w p r o b l e m . T h e e f f e c t d e p e n d s s t r o n g l y 
o n t h e v e l o c i t y o f t h e g r o u n d w a t e r f l o w . 
We w i l l h e r e o n l y c o n s i d e r o n e s i m p l e s i t u a t i o n . We t a k e t h e t w o -
d i m e n s i o n a l c a s e w i t h a r e c t a n g u l a r c e l l a r . T h e w a t e r t a b l e l i e s 
a t a d e p t h D b e l o w t h e f l o o r o f t h e c e l l a r . We w i l l c o n s i d e r t h e 
e x t r e m e c a s e o f a s t r o n g g r o u n d w a t e r f l o w . T h e v e l o c i t y o f t h e 
w a t e r i s s u f f i c i e n t l y h i g h t o k e e p t h e t e m p e r a t u r e e q u a l t o t h e 
a m b i e n t l e v e l T ^ i n t h e g r o u n d w a t e r . We g e t a l o w e r b o u n d a r y a t 
t h e h o r i z o n t a l w a t e r t a b l e , w h i c h l i e s a t t h e d e p t h D+H b e l o w t h e 
g r o u n d s u r f a c e . T h e t e m p e r a t u r e o n t h i s b o u n d a r y i s t h e s a m e a s a t 
t h e g r o u n d s u r f a c e . T h i s h o r i z o n t a l l i n e i s i n t h e p r e v i o u s g e n e -
r a l d e s c r i p t i o n t o b e i n c l u d e d i n t h e b o u n d a r y s u r f a c e S ^ . T h e 
s i t u a t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 3 4 . 
2 L 
F i g u r e 3 4 R e c t a n g u l a r c e l l a r o n a g r o u n d w i t h a s t r o n g g r o u n d 
w a t e r m o v e m e n t . 
T h e b a s i c c o n s t a n t - f l o w s o l u t i o n u i s z e r o a t t h e w a t e r t a b l e . 
F i g u r e 3 5 s h o w s t h e c o m p u t e d o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n f o r H/L 
= 0 . 4 f o r t h r e e d i f f e r e n t d e p t h s D. T h e d a s h e d l i n e s h o w s t h e c a s e 
w i t h o u t t h e g r o u n d w a t e r d i s t u r b a n c e f r o m F i g u r e 1 4 . 
u 
Figure 35 Optimal insulation function for a rectangular cellar, 
when there is a strong ground water movement. 
We also get: 
D/L 0.4 0.6 1.2 oo 
"m 
.31 .42 .63 .91 
u -u 
max m 
.080 .14 .26 .39 
(12.1) 
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1 3 I N S U L A T I N G S O I L T H I C K N E S S 
F o r m u l a ( 5 . 3 ) f o r t h e h e a t f l o w q-j t h r o u g h t h e o p t i m a l l y i n s u l a t e d 
s u r f a c e S-i i s a n i m p o r t a n t o n e : 
( 1 3 . 1 ) 
T h e q u a n t i t y q-^ i s t h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e a n d u n i t a r e a . T h e 
t o t a l h e a t l o s s t h r o u g h t h e i n s u l a t e d a r e a S-j p e r u n i t t i m e , Q - j , 
i s : 
Q l = • q^ ( 1 3 . 2 ) 
H e r e d e n o t e s t h e a r e a o f t h e i n s u l a t e d s u r f a c e S - j . 
T h e e x p r e s s i o n f o r q-j i s a t e m p e r a t u r e d i f f e r e n c e T - j - T ^ ^ d i v i d e d b y 
a t h e r m a l r e s i s t a n c e . 
C o n s i d e r n o w t h e f o l l o w i n g o n e - d i m e n s i o n a l s t e a d y - s t a t e h e a t f l o w 
p r o c e s s . We h a v e a s l a b o f t h e s o i l m a t e r i a l w i t h a t h i c k n e s s L - u ^ ^ . 
T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i s T h e t h e r m a l r e s i s t a n c e i s t h e n 
LUJIJAQ. TO t h i s s o i l w e a d d a s l a b o f t h e i n s u l a t i o n m a t e r i a l . T h e 
t h i c k n e s s i s d^^^, a n d t h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y i s X^.. T h e t h e r m a l 
r e s i s t a n c e o f t h e i n s u l a t i o n s l a b i s <i^/^^- We h a v e o b t a i n e d a 
c o m p o s i t e s l a b - s e e F i g u r e 4 . 
F i g u r e 4 H e a t l o s s f o r m u l a ( 1 3 . 1 ) . T h e s o i l m a y b e r e g a r d e d a s 
a l a y e r w i t h t h e t h i c k n e s s L u ^ . 
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The total thennal resistance of the composite slab is + 
d^ /X^ -. The temperature difference over the slab is T-i-T^. The heat 
flow in steady-state is equal to the temperature difference over 
the slab divided by the thermal resistance of the composite slab. 
We get precisely the expression of formula (13.1). 
The soil is, for an optimally insulated surface equivalent to 
a slab with the thickness L-u^ ^ from a heat loss point of view. Here 
L is the length that is used to obtain a dimensionless formulation. 
We can say that L-u^ ^^  is the_eguiyalent_mean_insulatin^ 
ness. We will call 
^t]§_iD§yl§5iQ3-§9ll_lbl9!SD§§§' 
It must be emphasized that the surface S-j is insulated in an opti-
mal way d according to formula (5.2). A soil layer of the insulat-
ing soil thickness together with an insulation layer of constant 
thickness, equal to the given mean thickness dj^, gives the same 
heat loss q-j. 
The introduced concept provides a simple and tangible way to assess 
the thermal insulation capacity of the ground. 
Another way to express the thermal insulating capacity is to use 
the so-called "k"-value. We note that the equivalent k-value of 
the soil is 
^0 
m 
We have in the previous paragraphs computed the insulating soil 
thickness L-u^ ^ in several important cases. These are a plate on 
the ground (two-dimensional), a disc on the ground, a rectangular 
ground plate, cellar cross-section, a cylindrical cellar, a cellar 
with a parallelepipedic shape, a culvert, and some cases with va-
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riable conductivity and with ground water effects. The results 
concerning the insulating soil thickness L-u^^ are summarized be-
low. 
Plate on the ground 
(two-dimensional) 
I k 
Circular disc on the ground 
= j_^0.424 (13.5) R 
Rectangular ground plate 
u^ .52 .61 .66 .72 .78 
(13.6) 
L^/L 1 1.5 2 3 5 
7 
Cellar cross-section H/L .0 .05 .1 .2 .4 .6 .8 1.0 
2L 
u^ .81 .84 .85 .87 .91 .95 1.0 1.1 
H / L | 1 . 5 1.8 2.0 
u„ 1.2 1.3 1.4 (13.7) 
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C y l i n d r i c a l c e l l a r o r h e a t s t o r a g e 
R , 
H/R 0 . 2 . 4 . 6 . 8 1 . 0 
. 4 2 . 4 4 . 4 5 . 4 7 . 5 0 . 5 4 
H/R 1 . 5 1 . 8 2 . 0 
. 6 3 . 6 9 . 7 2 ( 1 3 . 8 ) 
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C e l l a r c r o s s - s e c t i o n , 
g r a n i t e a n d m o r a i n e 
2 L 
C y l i n d r i c a l c e l l a r , 
g r a n i t e a n d m o r a i n e 
I H H/R=0.4 : u^=0.22 
; H / R = l : u =0.33 
(13.12) 
C e l l a r c r o s s - s e c t i o n , 
s t r o n g g r o u n d w a t e r f l o w 
H/L=0.4 
D /L I0 .4 0.6 1.2 0° 
0.31 0.42 0.63 0.91 
(13.13) 
6 8 
G r a p h s o f h a v e b e e n g i v e n p r e v i o u s l y f o r t h e r e c t a n g u l a r g r o u n d 
p l a t e ( F i g u r e 1 1 ) , t h e c e l l a r c r o s s - s e c t i o n ( F i g u r e 1 5 ) , t h e c y -
l i n d r i c a l c e l l a r ( F i g u r e 2 0 ) a n d t h e c u l v e r t ( F i g u r e 2 9 ) . 
T h e g i v e n d a t a p r o v i d e a l o t o f i n f o r m a t i o n o n t h e i n s u l a t i n g c a -
p a c i t y o f t h e g r o u n d . T h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s f o r a p l a t e o n 
t h e g r o u n d i s L - 0 . 7 8 5 . A c i r c u l a r d i s c h a s t h e d i s t i n c t l y s m a l l e r 
v a l u e R - 0 . 4 2 4 . T h i s i l l u s t r a t e s t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t w o - a n d 
t h r e e - d i m e n s i o n a l s i t u a t i o n s . A q u a d r a t i c g r o u n d p l a t e h a s ' -•<J^=L-
0 . 5 2 = 1 ) . 
T h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t w o a n d t h r e e d i m e n s i o n s i s a l s o i l l u s t r a -
t e d , w h e n w e c o m p a r e u ^ f o r t h e r e c t a n g u l a r a n d c y l i n d r i c a l c e l -
l a r s . T h e i n s u l a t i n g t h i c k n e s s i s r o u g h l y t w i c e a s b i g i n t h e p l a n e 
c a s e . 
T h e v a l u e s f o r t h e r e c t a n g u l a r g r o u n d p l a t e a n d t h e p a r a l l e l e p i p e d -
i c c e l l a r ( H / L = 0 . 4 ) a r e r a t h e r c l o s e t o e a c h o t h e r . 
T h e i n f l u e n c e o f g r a n i t e b e l o w t h e m o r a i n e i s r a t h e r s t r o n g i n t h e 
c o n s i d e r e d e x a m p l e . T h e i n s u l a t i n g t h i c k n e s s i s d i m i n i s h e d f r o m 
1 . 1 L t o 0 . 5 9 L , w h e n t h e m o r a i n e b e l o w t h e r e c t a n g u l a r c e l l a r i s 
r e p l a c e d b y g r a n i t e . T h e e f f e c t i s s i m i l a r f o r a c y l i n d r i c a l c e l l a r . 
I t i s o f i n t e r e s t t o c o m p a r e t h e m a g n i t u d e o f t h e t w o t h e r m a l r e -
s i s t a n c e t e r m s i n t h e d e n o m i n a t o r o f ( 1 3 . 1 ) . L e t d ^ ^ b e t h e t h i c k -
n e s s o f t h e i n s u l a t i n g m a t e r i a l t h a t c o r r e s p o n d s t o t h e t h e r m a l 
r e s i s t a n c e l u ^ / \  o f t h e s o i l : 
^ e q = X ~ " m ( 1 3 . 1 4 ) 
T h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s l u ^ i s t o b e m u l t i p l i e d b y t h e t h e r -
m a l c o n d u c t i v i t y r a t i o A ^ - A ^ i n o r d e r t o g i v e t h e i n s u l a t i n g c a -
p a c i t y o f t h e s o i l e x p r e s s e d a s a t h i c k n e s s d^^^ o f t h e i n s u l a t i n g 
m a t e r i a l . 
69 
1 4 F I R S T - O R D E R GROUND H E A T L O S S FORMULA 
We h a v e h i t h e r t o s t u d i e d t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n p r o b l e m . L e t u s 
n o w i n s t e a d a s s u m e t h a t w e h a v e a n a r b i t r a r y i n s u l a t i o n d i s t r i b u -
t i o n d o v e r t h e i n s u l a t i o n s u r f a c e S ^ . T h e m o s t i m p o r t a n t p a r t i c -
u l a r c a s e i s w h e n d i s c o n s t a n t o v e r S - j . L e t d^^ b e t h e m e a n i n s u -
l a t i o n t h i c k n e s s f o r t h e d i s t r i b u t i o n d . T h e q u a n t i t i e s d a n d d^^ 
a r e o f c o u r s e e q u a l , w h e n d i s c o n s t a n t o v e r . 
L e t d a s u s u a l b e t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n c o r r e s p o n d -
i n g t o t h e s a m e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^. T h e f u n c t i o n d i s 
g i v e n b y t h e b a s i c f o r m u l a ( 5 . 2 ) . T h e t w o i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n s 
d a n d d h a v e t h e s a m e m e a n v a l u e o v e r . We m a y r e g a r d d a s o b -
t a i n e d f r o m d i n a v a r i a t i o n : 
d = d + ( d - d ) = d + 5 d o n S^ ( 1 4 . 1 ) 
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s c h a n g e d b y a n a m o u n t 5 d = d - d a t 
e a c h p o i n t o n S-^. 
T h e h e a t l o s s Q-j i n c r e a s e s f r o m t h e m i n i m a l v a l u e f o r t h e o p t i m a l 
i n s u l a t i o n t o a h i g h e r o n e , w h e n t h e i n s u l a t i o n i s c h a n g e d f r o m d 
t o d . F o r m u l a ( 3 . 2 ) g i v e s t h e f i r s t - o r d e r c o n t r i b u t i o n t o t h i s 
c h a n g e a s a n i n t e g r a l o f q ^ - S d o v e r . T h e h e a t f l o w q^ i s c o n s -
t a n t o v e r S-i i n t h e o r i g i n a l o p t i m a l i n s u l a t i o n c a s e . T h e f i r s t -
o r d e r c h a n g e o f t h e h e a t l o s s i s t h u s p r o p o r t i o n a l t o t h e i n t e g r a l 
o f 5 d = d - d o v e r . B u t t h i s i n t e g r a l v a n i s h e s , s i n c e w e h a v e t h e 
s a m e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i n t h e t w o c a s e s . We h a v e a r r i v e d 
a t t h e i m p o r t a n t c o n c l u s i o n t h a t t h e f i r s t - o r d e r c h a n g e o f t h e 
h e a t l o s s i s z e r o . We h a v e t h e f o l l o w i n g t h e o r e m . 
L e t d b e a n a r b i t r a r y i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n o v e r S-] w i t h t h e 
m e a n t h i c k n e s s d^^^. L e t d b e t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n 
w i t h t h e s a m e m e a n t h i c k n e s s d ^ . T h e h e a t l o s s Q-j t h r o u g h t h e s u r -
f a c e S-i i s t h e n , u p t o t h e f i r s t o r d e r i n t h e c h a n g e o f t h e i n s u -
l a t i o n t h i c k n e s s f r o m d t o d , t h e s a m e i n t h e t w o c a s e s : 
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"1 + __J!i (arbitrary insulation) 
Here is the area of the insulated surface . The total tempe-
rature difference is T-i-T^. The thermal conductivity of the insu-
lation is X^. The corresponding constant-flow solution is scaled 
with L, and it has X^ as reference thermal conductivity. The mean 
value of the constant-flow solution u over S, is u„. 
1 m 
It must be pointed out that formula (14.2) is only a first-order 
approximation. It may be completely useless, if the variation d-cT 
is large. 
The case of constant insulation thickness d over S-j is of partic-
ular interest. The first-order approximation of the heat loss is 
then with formula (14.2): 
T, -T 
\„ (constant insulation (14.3) 
' ' ' ^i % thickness) 
d + 
^ 0 
The simplicity of this formula is noteworthy. The heat loss Q-j is 
equal to the area times the thermal conductivity X. of the in-
sulation times the quotient of the temperature difference T^-T^ and 
a length. The length in the denominator is equal to d plus a cons-
tant. The constant is equal to the insulating soil thickness lu^ 
times the conductivity correction X ^ A p fi"om soil to insulation 
material. The insulating effect of the ground is accounted for by 
the addition of the length X^-LU^^AQ to the insulation thickness d. 
It is not possible to give any general rule for the accuracy of 
formula (14.2) and in particular of (14.3). The accuracy increas-
es, when the relative variation (d-d)/d decreases. The accuracy 
of formula (14.3) increases, when the thickness d increases. 
T h e a c c u r a c y o f ( 1 4 . 3 ) h a s b e e n t e s t e d f o r some c a s e s . T h e h e a t 
l o s s h a s b e e n c o m p u t e d n u m e r i c a l l y f o r c o n s t a n t i n s u l a t i o n t h i c k -
n e s s o v e r S - j . We w i l l - d e n o t e t h i s l o s s Q-j ( . Q p j ^ - T h e c o r r e s p o n d i n g 
h e a t l o s s f o r a n o p t i m a l i n s u l a t i o n i s d e n o t e d Q, „„. We h a v e i n 
I , o p 
t h e p r e v i o u s s e c t i o n g i v e n a l o t o f d a t a f o r Q, F o r m u l a ( 1 4 . 3 ) 
I , o p 
m e a n s t h a t c o n s t a p p r o x i m a t e d w i t h ( f o r cl=d|^). 
T h e t w o h e a t l o s s e s Q-j a n d Q-j (.Q^J^ a r e c o m p a r e d f o r 
T h i s i s n o t a n y r e s t r i c t i o n , s i n c e o t h e r c a s e s a r e o b t a i n e d by a 
s i m p l e s c a l i n g . 
We h a v e t h e f o l l o w i n g r e s u l t s i n d i f f e r e n t c a s e s . T h e v a l u e s 
c o n s t c o m p u t e d n u m e r i c a l l y , w h i l e t h e v a l u e s ^ p a r e o b -
t a i n e d f r o m t h e p r e v i o u s p a r a g r a p h s . 
O u r f i r s t c o m p a r i s o n c o n c e r n s t h e _ g l a t e _ g n _ t h e _ g r o u n d ( t w o - d i m e n -
s i o n a l ) . T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s a m u l t i p l e o f t h e m i n i m u m 
v a l u e d ^ ^ ^ . We g o t t h e f o l l o w i n g r e s u l t s : 
u ^ = 0 . 8 0 6 V ^ m i n ^ l . o p ^ ^ 1 , c o n s t ^""^^^'^ 
d„.„=0.2081 ^ i ' ' - 1 0 . 9 8 6 1 . 1 0 7 12 "m in~ " - ' " ° ' TT 2 0 . 8 1 8 0 . 8 7 0 6 . 4 
° 3 0 . 6 9 9 0 . 7 2 7 4 . 0 
5 0 . 5 4 2 0 . 5 5 3 2 . 0 
10 0 . 3 4 6 0 . 3 4 9 0 . 9 
T h e v a l u e s o f Q r e f e r t o t h e r i g h t h a l f o f t h e p l a t e . T h e v a l u e s 
f o r a n d d^^ a r e n o t t h e a n a l y t i c a l o n e s . We h a v e i n s t e a d u s e d 
t h e v a l u e s t h a t we g o t i n a n u m e r i c a l s i m u l a t i o n o f t h e o p t i m a l 
c a s e . We t h i n k t h a t i t i s m o r e r e a s o n a b l e t o b a s e a c o m p a r i s o n 
c o m p l e t e l y o n n u m e r i c a l v a l u e s , s i n c e t h e s e t e n d t o g i v e s i m i l a r 
n u m e r i c a l e r r o r s . 
We s e e f r o m t h e t a b l e a b o v e t h a t t h e e r r o r i n f o r m u l a ( 1 4 . 3 ) i s 
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1 2 % , w h e n t h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s e q u a l t o t h e s p e c i a l v a l u e 
d|j^^-j^. A t h r e e - f o l d i n c r e a s e o f t h e i n s u l a t i o n d i m i n i s h e s t h e e r r o r 
t o 4 % . T h e e r r o r i s o n l y 0 . 9 % f o r a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s o f 1 0 -
" ^ m i n " 
§_£ir9yl§r_^i§c we g o t i n t h e same w a y : 
u = 0 . 4 4 0 m 




d m i n = 0 - 3 3 4 7 - ^ 
V ^ m i n ^ i . o p ' ^ l . c o n s t I n c r e a s e 
% 
1 4 . 8 7 1 5 . 3 1 8 9 . 2 
2 3 . 6 9 7 3 . 8 5 6 4 . 3 
3 2 . 9 7 9 3 . 0 5 4 2 . 5 
5 2 . 1 4 6 2 . 1 7 1 1 . 2 
1 0 1 . 2 6 2 1 . 2 6 7 0 . 4 
1 H / R = 0 . 4 we g o t : 
d /d . m ' m i n ^ l , o p ' ^ l . c o n s t I n c r e a s e 
% 
1 7 . 2 3 1 7 . 9 8 5 1 0 . 4 
2 5 . 0 6 5 5 . 2 9 1 4 . 5 
3 3 . 8 9 7 3 . 9 9 4 2 . 5 
5 2 . 6 6 6 2 . 6 9 6 1 .1 
1 0 1 . 4 9 0 1 . 4 9 5 0 . 3 
F o r a _ g u a d r a t i c _ 9 l a t e _ o n _ t h e _ g r o u n d we g o t ( L i = L ) : 
u ^ = 0 . 5 1 6 
X . L 
d„. = 0 . 2 0 6 5 -ram \ 
d / d . 
m' m i n • ^ l . o p ' ^ l . c o n s t 
I n c r e a s e 
% . 
1 1 . 3 8 4 1 . 4 8 9 7 . 7 
2 1 . 0 7 6 1 . 1 1 8 3 . 9 
3 0 . 8 8 1 0 . 9 0 2 2 . 4 
5 0 . 6 4 6 0 . 6 5 3 1 .1 
1 0 0 . 3 8 7 0 . 3 8 9 0 . 5 





V^'min "^ l.op ^1.const 
Increase 
% 
1 2.163 2.339 8.1 
2 1.682 1.751 4.1 
3 1.376 1.410 2.5 
5 1.009 1.021 1.2 
10 0.605 0.608 0.5 
The heat losses for these cases of quadratic and rectangular plates 
refer to one fourth of the plate (with a total length 21-] and a 
total width 2L). 
We have in the special situation, when d|jj=d|^ .^^ jstudied some addi-
tional cases. 
For a_cellar_cross;section we got: 
V ^ m i n ^min ^  ^l.op ^1,const 
0 0.2081 0.986 1.107 12 
0.2 0.307 1.020 1.221 20 
0.4 0.386 1.084 1.280 18 
The given heat losses refer to the right half of the cellar. 
For a_cylindrical_cellar we got: 
V ^ m i n %n \l .op ^^1.const ^"7^^^ 
0 0.2049 4.871 5.318 9 
0.2 0.2900 6.053 6.835 13 
0.4 0.3350 7.231 7.985 10 
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F o r a c u l v e r t w i t h D / L = 0 . 2 w e g o t : 
V^^min ^ m i n ^ o '^^,op ' ^ 1 . c o n s t ^"^^^^'^ 
D / L = 0 . 2 ' ^ i 
0 . 5 0 . 7 2 3 1 . 7 4 3 1 . 9 8 2 1 4 
1 . 0 0 . 8 1 5 1 . 7 9 1 2 . 0 3 9 1 4 
T h e g i v e n h e a t l o s s e s r e f e r t o t h e r i g h t h a l f o f t h e c u l v e r t . 
A l l g i v e n v a l u e s o f h e a t l o s s e s a r e c o m p u t e d u n d e r a s s u m p t i o n 
( 1 4 . 4 ) . T h e h e a t l o s s e s f o r o t h e r c a s e s a r e o b t a i n e d i n t h e f o l l o w -
i n g w a y . T h e v a l u e s a r e m u l t i p l i e d b y t h e s c a l e f a c t o r ^ Q ^ ^ I ' ^ O ^ ' ' ^ 
a n d b y a n a r e a s c a l i n g f a c t o r . I n t h e t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e s t h e 
2 
s c a l e f a c t o r f o r t h e a r e a i s L . I n t h e p l a n e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e s 
2 
w e h a v e t o m u l t i p l y b y t h e f a c t o r L, i n s t e a d o f L . 
We a r e n o w a b l e t o g i v e s o m e g u i d e - l i n e s o n t h e a c c u r a c y o f f o r m u l a 
( 1 4 . 3 ) , w h e r e t h e h e a t l o s s f o r c o n s t a n t i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s 
a p p r o x i m a t e d b y t h e c o r r e s p o n d i n g o p t i m a l i n s u l a t i o n h e a t l o s s . T h e 
i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s d . T h e m e a n i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^ i s 
e q u a l t o t h i s v a l u e d . L e t d ^ ^ ^ b e t h e l i m i t i n g c a s e f o r t h e o p t i -
m a l i n s u l a t i o n . We k n o w t h a t a n i n t e r i o r p a r t o f i s t o b e l e f t 
u n i n s u l a t e d , w h e n d i s l e s s t h a n d^^^^. 
We c a n s a y t h a t f o r m u l a ( 1 4 . 3 ) u n d e r e s t i m a t e s t h e h e a t l o s s w i t h 
r o u g h l y 1 0 % , w h e n t h e c o n s t a n t i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d i s n e a r d ^ j ^ ^ ^ . 
T h i s u n d e r e s t i m a t i o n f a l l s t o r o u g h l y 6 , 4 , 2 , a n d b e l o w 1 % , w h e n 
t h e i n s u l a t i o n d i s n e a r 2'd„. , 3-d„.„, 5-d„.„, a n d l O - d ^ . r e s -
m i n ' m m ' m i n ' m m 
p e c t i v e l y . T h e v a l u e o f d^^^ h a s b e e n g i v e n f o r d i f f e r e n t c a s e s i n 
t h e f o r e g o i n g . 
T h e c o m p a r i s o n s o f t h i s s e c t i o n a r e o f g r e a t i n t e r e s t f r o m a n o t h e r 
p o i n t o f v i e w . I t i s i n m a n y a p p l i c a t i o n s c u s t o m a r y t o u s e a c o n -
s t a n t i n s u l a t i o n t h i c k n e s s o v e r t h e i n s u l a t i o n s u r f a c e S - j . A m o s t 
p e r t i n e n t q u e s t i o n i s h o w m u c h o n e g a i n s , w h e n t h e i n s u l a t i o n i s 
d i s t r i b u t e d o p t i m a l l y i n s t e a d . T h i s q u e s t i o n i s r e a d i l y a n s w e r e d . 
7 5 
T h e g a i n i s r o u g h l y 1 0 % w h e n t h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s n e a r t h e 
l i m i t i n g c a s e d ^ j f , ' 3 ^ ^ " d r o p s t o r o u g h l y 6 , 4 , a n d 2%, w h e n 
t h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s n e a r S-d^^^.^, a n d S-d^^^.^ r e s p e c -
t i v e l y . T h e g a i n i s t h e r e f o r e n e g l i g i b l e f o r a n i n s u l a t i o n t h i c k -
n e s s a b o v e s a y S-d^^^^. 
I t s h o u l d b e r e m e m b e r e d t h a t t h e g a i n m a y b e c o m e c o n s i d e r a b l y h i g h -
e r , w h e n t h e t h i c k n e s s l i e s b e l o w d ^ ^ p . i - e - w h e n p a r t s o f t h e 
s u r f a c e a r e t o b e u n i n s u l a t e d . T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y i s 
m o r e i m p o r t a n t i n t h e s e c a s e s . B u t t h i s i s d e f e r r e d t o a l a t e r s t u d y . 
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1 5 E X A M P L E S 
A l l e x a m p l e s a n d i l l u s t r a t i o n s o f t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y 
h a v e b e e n p u t o f f t o t h i s s e c t i o n . T h e y a r e q u i t e i m p o r t a n t f o r 
a p r o p e r a p p r e c i a t i o n o f t h e p r e s e n t e d t h e o r y . 
S l - u n i t s a r e u s e d c o n s i s t e n t l y . 
T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y o f s o i l a n d r o c k m a t e r i a l r a n g e s f r o m 
= 0 . 8 t o ^ 0 = 3 . 5 J/ms°C. T h e c o n d u c t i v i t y o f t h e i n s u l a t i o n m a t e -
r i a l l i e s i n t h e r e g i o n X ^ = 0 . 1 t o 0 . 0 3 . T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y 
r a t i o X ^ / X ^ w i l l l i e b e t w e e n 0 . 0 1 a n d 0 . 1 . 
T h e e x a m p l e s w i l l f o l l o w t h e d i f f e r e n t h e a d i n g s o f t h e p r e c e d i n g 
s e c t i o n s . 
1 5 A _ _ P l a t e _ o n _ t h e _ g r o u n d 
E x a m p l e A l . T w o - d i m e n s i o n a l . O p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n . 
T h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e o f a p l a t e o n t h e g r o u n d i s s h o w n i n 
F i g u r e 1 . T h e p r o b l e m i s s o l v e d a n a l y t i c a l l y i n s e c t i o n 6 . L e t u s 
t a k e : 
\ = Z J/ms°C X . = 0 . 0 5 J/ms°C 
2 L = 1 0 m d|^=0.1 m T ^ ' V ^ ^ °^  
T h e n w e h a v e : 
( ^ • 2 ) = "^min = T ^ 5 - ( 1 - 5 ) = ^ 0 . 0 2 7 m 
( 6 . 7 ) : d = 0 . 0 7 3 + 0 . 1 2 5 • ( 1 - \ / l - ( | ) ^ ) m 
T h e s e c o n d p a r t o f d i s g i v e n i n F i g u r e 1 4 f o r H / L = 0 . T h e o p t i m a l 
i n s u l a t i o n f u n c t i o n u i s t o b e m u l t i p l i e d b y t h e s c a l e f a c t o r 0 . 1 2 5 . 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^^^ i s w e l l b e l o w t h e g i v e n d^^, 
s o a l l o f t h e p l a t e i s t o b e c o v e r e d b y i n s u l a t i o n . T h e r e i s a 
c o n s t a n t p a r t <^ ni"''min"°"'^ "^^  °" °^ ^^^^ t h e r e i s a n v a r i a b l e 
i n s u l a t i o n , w h i c h i s z e r o a t t h e c e n t e r x = 0 . T h i s p a r t i n c r e a s e s 
t o 0 . 1 2 5 m a t t h e e d g e s x = * 5 m. T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h i c k n e s s 
i s 0 . 0 7 3 m a t t h e c e n t e r . I t i n c r e a s e s t o 0 . 1 9 8 m a t t h e e d g e s . 
E x a m p l e A 2 . T w o - d i m e n s i o n a l . M i n i m u m i n s u l a t i o n c r i t e r i o n . 
L e t u s i l l u s t r a t e c r i t e r i o n ( 6 . 8 ) 
>^i d„ ^ d„. = L - ( l - 5 ) m m m X 4 ' 
A c e r t a i n p a r t a r o u n d t h e c e n t e r o f t h e p l a t e i s t o b e l e f t u n -
i n s u l a t e d , i f t h i s i n e q u a l i t y i s n o t f u l f i l l e d . 
A. = 0 . 1 
d i 0 . 0 2 1 - L 
m 
2 L = 1 0 m: d ^ o . l l m 
^ i 
B. ~ = 0 . 0 3 
'^o 
d ^ 0 . 0 0 6 4 - L 
2 L = 1 0 m: d ^ 0 . 0 3 2 m 
^ i 
C. = 0 . 0 1 
^0 
d„ i 0 . 0 0 2 1 - L m 
2 L = 1 0 m: d ^ ^  0 . 0 1 1 m 
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T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n d^j^^ i n c r e a s e s w i t h L a n d w i t h t h e q u o t i e n t 
E x a m p l e A 3 . C i r c u l a r p l a t e . 
T h e i n s u l a t i o n f o r m s a c i r c u l a r d i s c o n t h e g r o u n d . T h e r a d i u s o f 
t h e d i s c i s R. T h e a n a l y t i c a l s o l u t i o n o f t h i s c a s e i s g i v e n i n 
s e c t i o n 6 . L e t u s t a k e : 
X j j = l . l J/ms°C \ . = 0 . 0 4 J/ms°C 
R = 6 . 7 7 m d^=OA m """T^O"^^ °^ 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s f r o m ( 6 . 1 3 ) : 
d„^„ = • 6 - 7 7 - -L = 0 . 0 5 2 m rain 1 . 1 3TT; 
O u r t h e o r y i s a p p l i c a b l e , s i n c e d j ^ ^ d i ^ i f , " o p t i m a l i n s u l a t i o n 
d i s t r i b u t i o n i s f r o m ( 6 . 1 2 ) : 
d = 0 . 0 4 8 + 0 . 1 5 7 - ( 1 - V I - (^777)^) m 
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s r a n g e s f r o m 0 . 0 4 8 m a t t h e c e n t e r o f t h e 
d i s c t o 0 . 2 0 5 m a t t h e c i r c u m f e r e n c e . T h e h e a t l o s s t h r o u g h t h e 
d i s c i s g i v e n b y ( 6 . 1 4 ) : 
= T C . ( 6 . 7 7 ) 2 • 0 ^lyj ^ = 4 2 3 J / s 
E x a m p l e A 4 . Q u a d r a t i c p l a t e . 
T h i s c a s e i s s h o w n b y F i g u r e 9 w i t h L i = L . L e t u s t a k e : 
X g = l . l J/ms°C X - 0 . 0 4 J/ms°C T I - T Q = 1 5 °C 
2 L = 1 2 m 2 L T = 1 2 m d = 0 . 1 m 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 1 2 : 
^ m i n = ftf -6 • 0 - 2 1 = 0 . 0 4 6 m 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
d = 0 . 0 5 4 + 0 . 2 1 8 • u 
T h e t w o - d i m e n s i o n a l d i s t r i b u t i o n i j ( p ^ ) i s g i v e n b y F i g u r e 1 0 . 
T h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e t h r o u g h t h e i n s u l a t e d s u r f a c e i s f r o m 
F i g u r e 1 1 : 
E x a m p l e A 5 . R e c t a n g u l a r p l a t e . 
T h e c a s e i s s h o w n i n F i g u r e 9 . L e t u s t a k e : 
XQ=1.1 J / m s ° C X ^ = 0 . 0 4 J / m s ° C T ^ - T p = 1 5 °C 
2 L = 8 . 5 0 m 2 L ^ = 1 7 m d j ^ = 0 . 1 m 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 1 2 : 
d ^ . ^ = • 4 . 2 5 • 0 . 2 6 = 0 . 0 4 0 m 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) 
d = 0 . 0 6 0 + 0 . 1 5 5 • u 
H e r e u i s g i v e n b y F i g u r e 1 0 f o r 1-^/1=2. T h e h e a t f l o w p e r u n i t 
t i m e t h r o u g h t h e i n s u l a t e d s u r f a c e i s f r o m F i g u r e 1 1 
Commentary. 
Examples A3, A4, and A5 treat the problem of a plate on the ground. 
The plate area i s the same in a l l cases, but the geometry d i f f e r s . 
The heat losses from the plates are 423 J/s ( c i r c u l a r plate), 405 
J/s (quadratic plate) and 428 J/s (rectangular plate, Li/L=2). 
I t i s obvious that the loss from the c i r c u l a r plate should be the 
smallest one. However,, the c i r c u l a r case i s solved a n a l y t i c a l l y , 
while the other two cases are based on a three-dimensional numeric-
al calculation. 
According to the considerations in chapter 7, there i s an estimat-
ed error in u^^ of about 10-15% in the three-dimensional calcula-
tions. The calculated values of u^^ are always too high. This means 
that, in the three-dimensional cases, i s attributed a value that 
is about 5-8% too low. A correct value for the square plate should 
probably be something l i k e 425-440 J/s. The conclusion i s that the 
difference in heat loss between a c i r c u l a r plate and a quadratic 
one i s j u s t a few per cent. 
In the comparison of the quadratic plate and the rectangular one, 
we may compare the results 405 J/s and 428 J/s directly, since 
both values contain approximately the same error. The difference 
in heat loss between the two geometries is about 6%. 
Example A6. Long rectangular plate. 
This case could be a building without c e l l a r (see Figure 9). Let 
us take: 
The minimum insulation thickness i s from (5.1) and Figure 12 (L-j/ 
L=5) 
\=^.^ J/ms°c X.=0.04 J/ms°C T^-TQ=15 °C 
2L^=50 m (L^/L=5) d^=0.13 m 2L=10 m 
82 
' * n , i n = T : T ^ - ^ " 0 . 2 5 = 0 . 0 4 5 n, 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
df = 0 . 0 8 5 + 0 . 1 8 2 • u 
H e r e u i s g i v e n b y F i g u r e 1 0 ( L i / L = 5 ) . T h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e 
t h r o u g h t h e i n s u l a t e d s u r f a c e i s f r o m ( 1 3 . 2 ) a n d F i g u r e 1 1 : 
1 5 B . _ C e l l a r s 
E x a m p l e B l . C e l l a r c r o s s - s e c t i o n . 
T h e c e l l a r c r o s s - s e c t i o n h a s a r e c t a n g u l a r s h a p e . S e e F i g u r e 1 3 . 
T h e r e s u l t s r e f e r t o t h e t w o - d i m e n s i o n a l c r o s s - s e c t i o n f o r a l o n g 
h o u s e . T h e r e s u l t s w i l l n o t b e v a l i d f o r t h e e n d r e g i o n s o f t h e 
l o n g h o u s e , w h e r e t h r e e - d i m e n s i o n a l e f f e c t s m u s t b e c o n s i d e r e d . 
L e t u s t a k e : 
X ^ = l . l J/ms°C X . = 0 . 0 4 J/ms°C T I - T Q = 1 5 °C 
2 L = 1 2 m H = 2 . 4 m ( H / L = 0 . 4 ) d|^=0.12 m 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^j^^ i s g i v e n b y ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 
1 6 : 
^ m i n = T ! T ^ - 6 • 0 . 3 9 = 0 . 0 8 5 m 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
d = 0 . 0 3 5 + 0 . 2 1 8 • u m 
H e r e u i s g i v e n b y F i g u r e 1 4 w i t h H / L = 0 . 4 . 
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T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s a t t h e e d g e o f t h e c e l l a r i s : 
0 . 0 3 5 + 0 . 2 1 8 - 1 . 3 = 0 . 3 2 m 
F o r m u l a s ( 1 3 . 2 ) a n d ( 1 3 . 7 ) g i v e t h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e t h r o u g h 
t h e i n s u l a t e d a r e a : 
Q l = ( 2 L + 2 H ) • j L°u = ( 1 2 + 4 . 8 ) • Q . I ^ ^ ^ 0 . 9 , = 3 2 J / s m 
E x a m p l e B 2 . C e l l a r c r o s s - s e c t i o n u s e d f o r h e a t s t o r a g e . T w o r e g i o n s 
o f s o i l . 
T h e s i t u a t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 3 1 . T h e g r a n i t e b e d r o c k i s c o v e r e d 
b y a l a y e r o f m o r a i n e w i t h a t h i c k n e s s H. T h e c e l l a r i s b u i l t d o w n 
t o t h e b e d r o c k . L e t u s a s s u m e t h a t t h e c e l l a r s h a p e i s u s e d f o r 
h e a t s t o r a g e . T h e t e m p e r a t u r e d i f f e r e n c e T - j - T ^ i s r e l a t i v e l y h i g h . 
L e t u s t a k e : 
X j j = l . 1 J/ms°C \ . = 0 . 0 4 J/ms°C T ^ - T j j = 5 0 °C 
2 L = 1 0 m H=5 m ( H / L = 1 . 0 ) d|^=0.20 m 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n d^^^^ i s g i v e n b y ( 5 . 1 ) a n d ( 1 1 . 1 ) : 
< ^ ^ i u - r ^ - ' • 0 . 1 2 = 0 . 0 2 2 m 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n i s f r o m ( 5 . 2 ) : 
df = 0 . 1 7 8 + 0 . 1 8 2 • u 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n u i s s h o w n i n F i g u r e 3 2 . T h e i n s u -
l a t i o n t h i c k n e s s a t t h e e d g e o f t h e s t o r a g e i s 
0 . 1 7 8 + 0 . 1 8 2 • 0 . 7 2 = 0 . 3 1 m 
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F o r m u l a s ( 1 3 . 2 ) a n d ( 1 1 . 1 ) g i v e t h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e t h r o u g h 
t h e i n s u l a t e d a r e a 
Q l = ( 1 0 + 1 0 ) • 0 2 0 ^ ° 5 . 0 5 5 = 1 3 0 J / s m 
E x a m p l e B 3 . C e l l a r c r o s s - s e c t i o n . S t r o n g g r o u n d w a t e r e f f e c t . 
We t a k e e x a m p l e B l w i t h t h e g r o u n d w a t e r c o m p l i c a t i o n . T h e r e i s a 
s t r o n g g r o u n d w a t e r f l o w b e l o w t h e c e l l a r a n d t h e t e m p e r a t u r e o f 
t h e w a t e r i s t h e s a m e ^ a s t h a t o f u n d i s t u r b e d g r o u n d ( T = T Q ) . S e e 
F i g u r e 3 4 . T h e d e p t h t o t h e g r o u n d w a t e r t a b l e i s D = 2 . 4 m ( D / L = 0 . 4 ) 
T h e d a t a a r e t h e s a m e a s i n e x a m p l e B l . 
F o r m u l a s ( 5 . 1 ) a n d ( 1 2 . 1 ) g i v e 
' * m i n = T i T ^ • 0 - 0 8 = 0 . 0 1 7 m 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s : 
d = 0 . 1 0 3 + 0 . 2 1 8 • u m 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n f u n c t i o n i s g i v e n i n F i g u r e 3 5 w i t h D / L = 0 . 4 . 
T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s a t t h e m i d - p o i n t o f t h e c e l l a r f l o o r ( s = 0 ) , 
a t t h e c o r n e r i n t h e g r o u n d ( s = l ) , a n d a t t h e c o r n e r a t t h e g r o u n d 
s u r f a c e ( s = 1 . 4 ) a r e : 
d = 0 . 1 0 3 m 
d = 0 . 1 0 3 + 0 . 2 1 8 • 0 . 1 7 = 0 . 1 4 0 m 
d = 0 . 1 0 3 + 0 . 2 1 8 • 0 . 4 0 = 0 . 1 9 0 m 
r e s p e c t i v e l y . 
T h e h e a t l o s s i s f r o m ( 1 3 . 2 ) a n d ( 1 2 . 1 ) : 
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^1 = + 4 . 8 ) • o . i g = 54 J/sm 
Example B4. Cylindrical cellar. 
This case could be an example of a heat storage. See Figure 18. 
Let us take: 
XQ=1.1 J/ms°C \ j=0 .04 J/ms°C T^-TQ=20 °C 
R=6 m H=2.4 m (H/R=0.4) 
The minimum insulation thickness is given by ( 5 . 1 ) and Figure 2 1 : 
olmin = - r r ^ • 6 • 0 .34 = 0.074 m mm 1.1 
The optimal insulation distribution d is given by ( 5 . 2 ) : 
d = 0 .076 + 0 . 2 1 8 u m 
Here u is given by Figure 19 with H/R=0.4. The insulation thick-
ness at the edge of the cellar is 
0.076 + 0 . 2 1 8 • 0 .78 = 0 .25 m 
The heat flow per unit time through the insulated surface is given 
by ( 1 3 . 2 ) and Figure 20: 
= ( T i - 6 2 + ZK - 6 • 2 . 4 ) - 0 15^° g.g 4^ = 660 J / s 
Example B5 . Cylindrical cellar. Two regions of s o i l . 
The figure at formula ( 13 .12 ) shows the considered case. The ther-
mal conductivity of the granite bedrock is 3XQ. 
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L e t u s t a k e e s s e n t i a l l y t h e s a m e v a l u e s a s i n t h e p r e c e d i n g e x a m p l e 
B 4 : 
X ^ = l . l J/ms°C \ , a n i t e = 3 - 3 J/'«s°C T ^ - T ^ = 2 0 °C 
R=6 m H = 2 . 4 m ( H / R = 0 . 4 ) d j ^ = 0 . 1 5 m 
\ . = 0 . 0 4 J/ms°C 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s g i v e n b y ( 5 . 1 ) a n d ( 1 1 . 2 ) w i t h 
H / R = 0 . 4 : 
d„,-„ = • 6 • 0 . 0 7 9 = 0 . 0 1 7 m mn n 1 . 1 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
d = 0 . 1 3 3 + 0 . 2 1 8 u m 
H e r e u i s g i v e n b y F i g u r e 3 3 ( H / R = 0 . 4 ) . T h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s 
a t t h e e d g e o f t h e c e l l a r ( s = 1 . 4 ) i s 
0 . 1 3 3 + 0 . 2 1 8 • 0 . 3 0 = 0 . 2 0 m 
T h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e t h r o u g h t h e i n s u l a t e d s u r f a c e i s g i v e n 
b y ( 1 3 . 2 ) a n d ( 1 1 . 2 ) : 
= ( n - e ^ + 2 T I - 6 • 2 . 4 ) - Q ^ g ^ " g .Q g g = 8 2 0 J / s 
E x a m p l e B 6 . C y l i n d r i c a l h e a t s t o r a g e . 
T h i s c a s e i s s h o w n b y F i g u r e 1 8 . L e t u s t a k e : 
\ Q = 1 . 1 J/ms°C X . = 0 . 0 4 J/ms°C T ^ - T Q = 5 5 °C 
R = 3 0 m H = 7 . 5 m ( H / R = 0 . 4 ) d|^=0.3 m 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s g i v e n b y ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 2 1 , 
H / R = 0 . 4 : 
d,„.:„ = * 3 0 • 0 . 3 4 = 0 . 3 7 m 
S i n c e d^, > " ^ n j - j f , . t ^ i e c o n d i t i o n f o r t h e p r e s e n t e d t h e o r y o f o p t i m a l 
i n s u l a t i o n i s n o t f u l f i l l e d . We j u s t k n o w t h a t a c e r t a i n c e n t r a l 
p a r t o f t h e b o t t o m m u s t n o t b e i n s u l a t e d . T h e c o n d i t i o n ( 5 . 1 ) i s 
f u l f i l l e d f o r s o i l s w i t h a h i g h e r t h e r m a l c o n d u c t i v i t y . F o r e x a m p l 
f o r a g r a n i t e g r o u n d w i t h X Q = 3 . 5 J / m s ° C we g e t : 
= • 3 0 • 0 . 3 4 = 0 . 1 2 m ( < d = 0 . 3 0 m ) m m 3 . 5 ^ m ' 
E x a m p l e B 7 . P a r a l l e l e p i p e d i c c e l l a r . 
T h i s c a s e i s a c e l l a r w i t h a s q u a r e b o t t o m . T h e b o t t o m a r e a i s t h e 
s a m e a s i n e x a m p l e B 4 . T h e h e i g h t i s a b o u t t h e s a m e . L e t u s t a k e : 
A Q = 1 . 1 J/ms°C X . = 0 . 0 4 J/ms°C 
2 L = 1 0 . 6 3 m 2 L ^ = 1 0 . 6 3 m 
H = 2 . 1 3 m H / L = 0 . 4 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s g i v e n b y ( 5 . 1 ) a n d T a b l e 2 
( L i / L = l ) 
^ m i n = ' ^'^^ ' " = 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
d = 0 . 0 7 5 + 0 . 1 9 3 u m 
H e r e u i s g i v e n b y T a b l e 1 ( L i / L = l ) . 
T h e h e a t f l o w p e r u n i t t i m e t h r o u g h t h e c e l l a r i s f r o m ( 1 3 . 2 ) a n d 
T l - T o = 2 0 °C 
L i / L = l 
d = 0 . 1 5 m 
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T a b l e 2 ( L ^ / L = l ) . 
= ( 1 0 . 6 3 ^ + 4 • 1 0 . 6 3 • 2 . 1 3 ) - = 6 7 0 J / s 
E x a m p l e B 8 . P a r a l l e l e p i p e d i c c e l l a r . 
T h i s c a s e i s a c e l l a r w i t h a r e c t a n g u l a r b o t t o m . T h e s i z e o f t h e 
b o t t o m i s i d e n t i c a l t o t h e p l a t e i n e x a m p l e A 6 . We h a v e : 
X Q = 1 . 1 J / m s ° C X^.=0.04 J / m s ° C T ^ - T Q = 1 5 ° C 
2 L = 1 0 m 2L^=50 m L ^ / L = 5 
H=2 m H/L= 0 . 4 
T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d T a b l e 2 ( L i / L = 
5 , H / L = 0 . 4 ) : 
-^min -TT--'- ^ - ^ ^ = 0 . 0 8 4 m 
T h e i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n d i s g i v e n b y ( 5 . 2 ) : 
d = 0 . 0 4 6 + 0 . 1 8 2 u m 
H e r e u i s g i v e n b y T a b l e 1 ( L ^ / L = 5 , H / L = 0 . 4 ) . T h e h e a t f l o w p e r 
u n i t t i m e t h r o u g h t h e c e l l a r i s f r o m ( 1 3 . 2 ) a n d T a b l e 2 : 
= ( 1 0 • 50 + 2 - ( 1 0 + 5 0 ) • 2 ) - ^5 = 1600 J / s 
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1 5 C . C u l v e r t s 
E x a m p l e C. 
T h e c u l v e r t g e o m e t r y i s s h o w n i n F i g u r e 23. L e t u s t a k e : 
A Q=1.2 J/ms°C X . = 0 . 0 4 J/ms°C T,-T^=13 °C 
2L=8 m H = 4 m D=4 m 
d =0.10 m m 
We h a v e H / L = l a n d D / L = l . T h e m i n i m u m i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d^^^^^ i s 
f r o m (5 .1 ) a n d F i g u r e 30: 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n b e c o m e s : 
d = 0.019 + 0.133 u m 
H e r e u i s g i v e n b y F i g u r e 27 ( 0 / 1=1 , H / L = l ) . T h e i n s u l a t i o n t h i c k -
n e s s a t t h e c e n t e r o f t h e b o t t o m s u r f a c e ( s = 0 ) , a t t h e l o w e r c o r n e r 
( s = l ) , a t t h e u p p e r c o r n e r ( s = 2 ) , a n d a t t h e c e n t e r o f t h e t o p 
s u r f a c e (s = 3 ) b e c o m e s : 
d = 0.019 m 
3 = 0.019 + 0.133 • 0.51 = 0.087 m 
3' = 0.019 + 0.133 • 1.06 = 0.160 m 
a" = 0.019 + 0.133 • 0.99 = 0.151 m 
r e s p e c t i v e l y . 
T h e h e a t l o s s p e r u n i t t i m e f r o m t h e i n s u l a t e d c u l v e r t i s f r o m 
• 4 • 0.61 = 0.081 m 
(13.2) a n d F i g u r e 29: 
(2 -8 + 2-4) • 13 
0 . 1 0 ^ 4 • 1.34 
= 45 J / s m 
9 0 
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The i n s u l a t i n g soil t h i c k n e s s Lu^^ is a fundamental q u a n t i t y . It 
r e p r e s e n t s the insulating c a p a c i t y of the s o i l . We will in this 
section give e x p l i c i t v a l u e s f o r this length in v a r i o u s c a s e s . All 
v a l u e s are taken from section 1 3 . 
We n o t e t h a t the h e a t loss Q-j is i m m e d i a t e l y o b t a i n e d from lu^. We 
have from (13.1) and ( 1 3 . 2 ) : 
m 
T h e q u a n t i t y 
r e p r e s e n t s an e q u i v a l e n t " k " - v a l u e of the s o i l . 
Ground plate 
( T w o - d i m e n s i o n a l ) 
2L=10 m: L u „ = 3 . 9 m 
C i r c u l a r disc 
R=5 m: Ru =2.1 m 
R e c t a n g u l a r ground plate 
2 L = 10 m 2L, ( m ) 10 20 50 
L u „ ( m ) 2.6 3.3 3.9 
C e l l a r c r o s s - s e c t i o n 
2L=10 m H=0 L u ^ = 3 . 9 m 
2 L = 1 0 m H = 2 m : L u ^ = 4 . 6 m 
2 L = 1 0 m H = 5 m : ' - U|^=5.5 m 
2 L = 1 0 m H = 1 0 m : ' - u ^ = 7 . 0 m 
C y l i n d r i c a l c e l l a r o r h e a t s t o r a g e 
R = 5 m 
R = 5 m 
R = 5 m 
R = 5 m 
H = 0 m 
H = 2 m 
H = 5 m 
H = 1 0 m 
Ru = 2 . 1 m m 
Ru = 2 . 3 m m 
Ru„=2.7 m 
Ru = 3 . 6 m m 
We n o t e t h a t t h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s i s r o u g h l y t w i c e a s b 
i n t h e p l a n e c a s e o f a c e l l a r c r o s s - s e c t i o n a s i n t h e c o r r e s p o n d 
i n g ( R = L ) c y l i n d r i c a l c a s e . 
P a r a l l e l e p i p e d i c c e l l a r 
2 L = 1 0 m 2 L i = 1 0 m : ' - U|^=2-4 m 
H = 2 m 2 L ^ = 2 0 m : L u ^ = 3 . 3 m 
2 L i = 5 0 m : ' - V * - ^ 
We n o t e t h a t t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e p a r a l l e l e p i p e d i c c e l l a r 
a n d t h e c o r r e s p o n d i n g g r o u n d p l a t e i s q u i t e s m a l l . 
C e l l a r c r o s s - s e c t i o n , g r a n i t e a n d m o r a i n e , 
^ ^ g r a n i t e ' ' ^ m o r a i n e ~ ^ ^ o ^ 
2 L = 1 0 m H = 5 m : ^ \ = ^ - ' ^ "> 
We n o t e t h a t t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e g r a n i t e b e d r o c k d i m i n i s h e s 
Lu„ f r o m 5 . 5 m t o 3 . 0 m. m 
C y l i n d r i c a l c e l l a r , g r a n i t e a n d m o r a i n e 
R = 5 m H = 2 m : . 1 m 
H=5 m : " V ^ " ^ 
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C e l l a r c r o s s - s e c t i o n , s t r o n g g r o u n d w a t e r e f f e c t 
2 L = 1 0 m 
H=2 m 








C u l v e r t s 
2 L = 1 0 m 
D = l m 
2 L = 1 0 m 
D = 2 . 5 m 
H = l m 
H = 2 . 5 m 
H=5 m 
H = l m 
H = 2 . 5 m 
H=5 m 
L u ^ = 3 . 2 m 
Lu„=3.6 m 
L u ^ = 4 . 3 m 
L u = 4 . 2 tn m 
Lu„=4.6 m 
L U j j j = 5 . 5 m 
L e t u s n o t e t h a t t h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s i s d i r e c t l y p r o p o r -
t i o n a l t o t h e s c a l e L ( o r R ) . O t h e r v a l u e s t h a n 2 L = 1 0 m a r e i m m e -
d i a t e l y o b t a i n e d b y p r o p o r t i o n a l i t y . 
l§^i_^9B!r952!D?5§_!3§§5_l9§5 
We w i l l w i t h s o m e e x a m p l e s i l l u s t r a t e t h e a p p r o x i m a t e f i r s t - o r d e r 
h e a t l o s s f o r m u l a a n d t h e r e s u l t s o f s e c t i o n 1 4 . We h a v e n o w i n -
s t e a d a c o n s t a n t i n s u l a t i o n t h i c k n e s s d o v e r t h e i n s u l a t i o n s u r f a c e 
S i -
T h e h e a t l o s s o v e r S-j i s a p p r o x i m a t e d w i t h f o r m u l a s ( 1 4 . 2 ) a n d 
( 1 4 . 3 ) : 
H e r e L u ^ j i s t h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s . N u m e r o u s e x a m p l e s w e r e 
g i v e n i n 1 5 D . We w i l l u s e t h e f o l l o w i n g v a l u e s i n t h e e x a m p l e s b e -
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l o w : 
\=2 J/ms°C X . = 0 . 0 4 J/ms°C '''^-1^=15 °C 
E x a m p l e E l . P l a t e o n t h e g r o u n d . T w o - d i m e n s i o n a l . 
L e t u s t a k e : 
2 L = 1 0 m d = 0 . 1 0 m 
T h e h e a t l o s s i s a p p r o x i m a t e l y w i t h ( 1 4 . 2 ) : 
Qr^^Q • 0 . 1 0 ^  . T t = ^^ 
T h e c o r r e s p o n d i n g d^^^ i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d ( 6 . 8 ) : 
^ m i n = ¥ ^ - 5- ( 1 - ? ) = ' 0 . 0 2 1 m 
T h e g i v e n d i s a b o u t 5-d|^^^. T h e v a l u e Q-, = 3 4 i s a c c o r d i n g t o s e c -
t i o n 1 4 a n u n d e r e s t i m a t i o n w i t h a b o u t Z%. 
E x a m p l e E 2 . R e c t a n g u l a r g r o u n d p l a t e . 
L e t u s t a k e : 
2 L = 1 0 m 2 L ^ = 2 0 m d = 0 . 0 5 m 
T h e h e a t l o s s i s a p p r o x i m a t e l y w i t h ( 1 4 . 2 ) a n d ( 1 3 . 6 ) : 
Q l " ' ' 0 - 2 0 • 0 . 0 5 ^ 5 - 0 . 6 6 ' ^ 0 3 0 J / s 
• 0 7 0 ? ^ - 2 
T h e c o r r e s p o n d i n g d^^^^ i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 1 2 : 
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• 5 - 0 . 2 6 5 = 0 . 0 2 7 m 
T h e t h i c k n e s s d i s a b o u t t w i c e d ^ ^ - ^ . s o t h e e r r o r f o r t h e h e a t l o s s 
i s a b o u t 6%. 
E x a m p l e E 3 . C y l i n d r i c a l h e a t s t o r a g e . 
L e t u s t a k e : 
R = 2 0 m H = 4 m d = 0 . 3 0 m 
T h e h e a t l o s s i s a p p r o x i m a t e l y w i t h ( 1 4 . 2 ) a n d ( 1 3 . 8 ) : 
^ ( T f 2 0 2 + ZK • 2 0 - 4 ) • 0 3 0 ^ ^ g O - O 4 4 ^ ^ 2 0 0 J / s 
T h e c o r r e s p o n d i n g d^^^^^ i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 2 1 : 
d„,-„ = - ^ 7 ^ - 2 0 • 0 . 2 9 = 0 . 1 2 m m i n 2 
T h e e r r o r i n Q-j i s a b o u t 5 % . 
E x a m p l e E 4 . C u l v e r t . 
L e t u s t a k e : 
2 L = 4 m H = 2 m D = 2 m d = 0 . 5 0 m 
T h e h e a t l o s s i s a p p r o x i m a t e l y w i t h ( 1 4 . 2 ) a n d ( 1 3 . 1 0 ) : 
Q ^ c ( 4 + 2 + 4 + 2 ) - 0 go ^ ^ g . T 3 = 1 3 J / m s 
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T h e c o r r e s p o n d i n g d^^^^^ i s f r o m ( 5 . 1 ) a n d F i g u r e 3 0 : 
d m i n = % ^ • 2 - 0 - 6 0 = 0 - 0 2 4 
T h e t h i c k n e s s d i s m o r e t h a n t e n t i m e s d^^.^, s o t h e e r r o r f o r i s 
l e s s t h a n U . 
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1 6 C O N C L U D I N G REMARKS 
T h e h e a t l o s s e s f o r t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n a n d a c o r r e s p o n d i n g 
c o n s t a n t - t h i c k n e s s d i s t r i b u t i o n a r e c o m p a r e d i n s e c t i o n 1 4 f o r 
s e v e r a l c a s e s . T h e g a i n i n t h e o p t i m a l c a s e i s 1 0 % , o r l e s s f o r t h e 
c o n s i d e r e d c a s e s . T h i s m o d e r a t e g a i n a p p l i e s t o s m a l l e r b u i l d i n g 
s t r u c t u r e s w h i c h a r e w e l l i n s u l a t e d . T h e g a i n i s s m a l l i f t h e h e a t 
f l u x a c r o s s t h e n o n - o p t i m a l i n s u l a t i o n i s r e l a t i v e l y c o n s t a n t . 
T h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s i s a v e r y u s e f u l c o n c e p t f o r t h e s e 
s m a l l e r s t r u c t u r e s . T h e s i m p l e h e a t l o s s f o r m u l a i n s e c t i o n 1 4 i s 
q u i t e a c c u r a t e . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y i s m o r e i m p o r t a n t f o r l a r g e r s t r u c t u r e s 
A n i n n e r p r o t e c t e d p a r t o f t h e b o u n d a r y s u r f a c e i s t o b e l e f t 
u n i n s u l a t e d . T h e s e s i t u a t i o n s a r e n o t d e a l t w i t h i n t h e p r e s e n t p a p e r 
S o t h e r e r e m a i n s a l a r g e n u m b e r o f b a s i c c a s e s t o b e i n v e s t i g a t e d . 
T h e c u r r e n t i d e a s t o c o n s t r u c t l a r g e h e a t s t o r a g e s y s t e m s i n t h e 
g r o u n d w i l l p r o v i d e a n o t h e r s e t o f i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n s o f t h e 
o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y . 
T h e i n s u l a t i o n l a y e r s d o n o t a l w a y s l i e a l o n g t h e b o u n d a r y b e t w e e n 
t h e s t r u c t u r e a n d t h e g r o u n d . T h e y m a y f o r e x a m p l e b e p u t d i r e c t l y 
o n t h e g r o u n d s u r f a c e i m m e d i a t e l y o u t s i d e t h e s t r u c t u r e . T h e s e c a s e s 
p r o v i d e a n a l m o s t i n f i n i t e v a r i e t y o f o t h e r c o n f i g u r a t i o n s f o r t h e 
i n s u l a t i o n s h e e t s . A l l s u c h c a s e s m a y b e a n a l y s e d w i t h t h e a i d o f t h e 
p r e s e n t t h e o r y . 
T h e r e i s a w h o l e f i e l d o f p e r t i n e n t c a s e s t h a t r e q u i r e a n a n a l y s i s 
w i t h t h e a i d o f t h i s o p t i m a l i n s u l a t i o n t h e o r y . S o m e g e n e r a l i z a t i o n s 
o f t h e t h e o r y w i l l b e n e c e s s a r y . 
6PB§Q^ix^__First;order_yariation_of_he 
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We w i l l i n t h i s a p p e n d i x d e r i v e t h e f u n d a m e n t a l f o r m u l a ( 3 . 2 ) , 
w h i c h i s t h e b a s i s f o r t h e o p t i m a l i n s u l a t i o n c r i t e r i o n . T h e d e r i -
v a t i o n i s d o n e f o r a s o m e w h a t m o r e g e n e r a l h e a t f l o w p r o b l e m t h a n 
t h a t o f ( 2 . 1 ) - ( 2 . 3 ) . 
We h a v e a n o r i g i n a l h e a t f l o w p r o b l e m i n a v o l u m e V w i t h t h e b o u n -
d a r y s u r f a c e S. T h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y X m a y b e v a r i a b l e t h r o u g h 
V. T h e t e m p e r a t u r e s o l u t i o n T s a t i s f i e s t h e h e a t c o n d u c t i o n e q u a -
t i o n : 
V - ( X V T ) = 0 i n V ( A l ) 
A l o n g t h e b o u n d a r y S t h e r e i s a n i n s u l a t i o n l a y e r w i t h t h e t h i c k -
n e s s d a n d t h e r m a l c o n d u c t i v i t y X ^ . O u t s i d e t h e i n s u l a t i o n l a y e r 
t h e r e i s a p r e s c r i b e d t e m p e r a t u r e f . T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n o n S 
i s t h e n : 
T h e p r e s c r i b e d t e m p e r a t u r e f m a y b e a n y f u n c t i o n o v e r S . T h e t h i c k -
n e s s d m a y a l s o b e v a r i a b l e o v e r S . I n p a r t i c u l a r w e h a v e a p r e -
s c r i b e d b o u n d a r y t e m p e r a t u r e f a t p o i n t s , w h e r e d i s z e r o . 
C o n s i d e r n o w t h e f o l l o w i n g n e w h e a t f l o w p r o b l e m . T h e t h i c k n e s s o f 
t h e i n s u l a t i o n l a y e r i s a t e a c h p o i n t o n S c h a n g e d f r o m d t o d + 5 d : 
d - > d + Qd o n S ( A 3 ) 
T h e f u n c t i o n 5 d i s a r b i t r a r y o v e r S , e x c e p t f o r t h e c o n d i t i o n t h a t 
d + 5 d i s n o n - n e g a t i v e . We h a v e a n e w s o l u t i o n t o t h i s c h a n g e d h e a t 
f l o w p r o b l e m : 
T -»T + 6 T i n V ( A 4 ) 
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T h e t e m p e r a t u r e c h a n g e s a t i s f i e s : 
V - ( X V 5 T ) = 0 i n V ( A 5 ) 
T h e n e w t e m p e r a t u r e T + 5 T s a t i s f i e s ( A 2 ) , w h e n d i s r e p l a c e d b y 
d + 5 d . T h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n i n t h e t w o 
c a s e s i s : 
5 T + f . x m + f^xg + f ^ X m i = o o n S ( A 6 ) 
X i o n X^ o n X^ o n 
T h e f u r t h e r a n a l y s i s i s b a s e d o n a s p e c i a l t h e r m o d y n a m i c a l c o n c e p t ; 
n a m e l y t h e s o - c a l l e d t h e r m a l i t y . T h i s i s d e v e l o p e d i n (»). T h e 
t h e r m a l i t y t r a n s f e r i s e q u a l t o t h e t e m p e r a t u r e i n c e n t i g r a d e s t i m e s 
t h e h e a t t r a n s f e r . I t r e p r e s e n t s t h e f i r s t - o r d e r t e r m o f t h e e n t r o p y 
t r a n s f e r a n d i s a n e x p a n s i o n o f t h e c e n t i g r a d e t e m p e r a t u r e d i v i d e d 
b y t h e a b s o l u t e t e m p e r a t u r e l e v e l . 
T h e t h e r m a l i t y c o n s u m p t i o n i n o u r o r i g i n a l h e a t f l o w p r o c e s s i s 
b y d e f i n i t i o n g i v e n b y : 
r= If f S ( A 7 ) 
T h e c o r r e s p o n d i n g t h e r m a l i t y c o n s u m p t i o n i n t h e n e w h e a t f l o w p r o b -
l e m i s : 
We w i l l f i r s t d e r i v e a f o r m u l a f o r t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e 
( • ) J o h a n C l a e s s o n : T h e r m o d y n a m i c s o f s e n s i b l e h e a t s t o r a g e s y s t e m s . 
T h e r m a l i t y c o n c e p t . A u g u s t 1 9 7 9 . D e p a r t m e n t o f M a t h e m a t i c a l P h y s i c s 
L u n d , S w e d e n . 
t h e r m a l i t y i n t h e c h a n g e ( A 3 ) . F r o m t h i s we w i l l g e t t h e d e s i r e d 
f o r m u l a ( 3 . 2 ) f o r t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e h e a t l o s s . 
T h e c h a n g e o f t h e r m a l i t y c o n s u m p t i o n i n t h e h e a t f l o w p r o c e s s , 
w h e n t h e i n s u l a t i o n t h i c k n e s s i s c h a n g e d a c c o r d i n g t o ( A 3 ) i s f r o m 
( A 7 ) a n d ( A 8 ) : 
W e r e ( A 2 ) h a s b e e n i n s e r t e d i n t h e i n t e g r a l . 
We n e e d t h e f o l l o w i n g i d e n t i t y : 
^ T A - ^ d S = / r V ( T A V ( 5 T ) ) d V 
= Iff V-{51 A V T ) d V = j f 5 T d S 
( A 9 ) 
( A l O ) 
G a u s s ' f o r m u l a a n d t h e i d e n t i t y 
V ' ( T X V ( 5 T ) ) =m • V 5 T = V - ( 5 T V T ) ( A l l ) 
h a v e b e e n u s e d i n ( A l O ) . F o r m u l a s ( A l ) a n d ( A 5 ) a r e u s e d i n ( A l l ) . 
T h e i n t e g r a n d o f ( A 9 ) b e c o m e s w i t h ( A l O ) : 
T h e s e c o n d f a c t o r o f ( A 1 2 ) c o i n c i d e s w i t h t h e f i r s t t w o t e r m s o f 
( A 6 ) . 
T h e o t h e r t w o t e r m s o f ( A 6 ) a r e t h e r e f o r e o f m a j o r i n t e r e s t t o u s . 
We a i m t o d e r i v e a n e x p r e s s i o n f o r t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o f T 
i n t h e c h a n g e ( A 3 ) . T h i s m e a n s t h a t o n l y f i r s t - o r d e r t e r m s i n 5 d 
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a r e t o b e r e t a i n e d . T h e c h a n g e o f t e m p e r a t u r e 5 T i s o f t h e f i r s t 
o r d e r . T h e f o u r t h t e r m o f ( A 6 ) i s t h e r e f o r e o f t h e s e c o n d o r d e r . 
H e n c e i t i s n e g l e c t e d . 
T h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n S f i s t h e n f r o m ( A 6 ) , ( A 1 2 ) a n d { A 9 ) : 
S r = - | f ^ ( x l ) ' d S ( A 1 3 ) 
T h i s i s a f u n d a m e n t a l f o r m u l a . I t s s i m p l i c i t y i s n o t e - w o r t h y . T h e 
c h a n g e o f t h e r m a l i t y i s d e t e r m i n e d b y t h e g i v e n c h a n g e 5 d o f i n -
s u l a t i o n t h i c k n e s s a n d b y t h e h e a t f l o w ^ ^ o f t h e o r i g i n a l p r o b -
l e m . T h e i m p o r t a n t t h i n g i s t h a t t h e t e m p e r a t u r e 6 T i s n o t i n v o l v -
e d . We n e e d n o t s o l v e t h e n e w p r o b l e m i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e 
f i r s t - o r d e r t h e r m a l i t y c h a n g e . 
L e t u s n o w c o n s i d e r t h e m o r e s p e c i a l c a s e , w h e n S c o n s i s t s o f t w o 
p a r t s a n d T h e p r e s c r i b e d t e m p e r a t u r e f i s T-j o n S•^ a n d T ^ 
o n S„. T h e n w e h a v e : 
0 
r = X ^ d S . // T ^ X | I d S = (Ti-T„)Qi ( A U ) 
^ 1 ^0 
We h a v e u s e d t h a t t h e s u r f a c e i n t e g r a l s o v e r a n d o f X ^ 
g i v e s Q-j a n d -Q^ r e s p e c t i v e l y . H e r e Q-j i s t h e h e a t f l o w t h r o u g h 
S-, a s d e f i n e d b y ( 2 . 4 ) . 
T h e v a r i a t i o n o f f i s t h e r e f o r e g i v e n b y : 
6 r = ( T ^ - T ^ ) 6Q^ ( A 1 5 ) 
We a r e i n t h i s s t u d y o n l y c o n s i d e r i n g c a s e s , w h e n t h e i n s u l a t i o n 
i s c h a n g e d o n S-,, i . e . 5 d = 0 o n S ^ . We f i n a l l y h a v e f r o m ( A 1 5 ) a n d 
( A 1 3 ) : 




T h e t h e r m a l i n s u l a t i o n o f a b u i l d i n g s t r u c t u r e a g a i n s t t h e s u r r o u n d i n g 
g r o u n d p o s e s a n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . H o w i s a g i v e n a m o u n t o f 
i n s u l a t i o n m a t e r i a l t o b e d i s t r i b u t e d a l o n g t h e b o u n d a r y s u r f a c e 
b e t w e e n b u i l d i n g a n d g r o u n d i n o r d e r t o m i n i m i z e t h e h e a t l o s s e s ? 
A m a t h e m a t i c a l t h e o r y f o r t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s p r e s e n t e d . T h e 
b a s i c c r i t e r i o n i s t h a t t h e h e a t f l u x a c r o s s t h e i n s u l a t i o n i s t o b e 
c o n s t a n t a l o n g t h e i n s u l a t i o n s u r f a c e . 
T h e o p t i m a l i n s u l a t i o n d i s t r i b u t i o n h a s b e e n c o m p u t e d e x p l i c i t l y i n 
s e v e r a l c a s e s : R e c t a n g u l a r p l a t e o n t h e g r o u n d f o r d i f f e r e n t s h a p e s , 
c i r c u l a r d i s c o n t h e g r o u n d , c e l l a r ( p a r a l l e l e p i p e d i c s h a p e ) , 
r e c t a n g u l a r c e l l a r c r o s s - s e c t i o n ( t w o - d i m e n s i o n a l c a s e ) , a n d 
c y l i n d r i c a l c e l l a r o r h e a t s t o r a g e . T h e o p t i m a l d i s t r i b u t i o n i s a l s o 
g i v e n f o r a c u l v e r t o f r e c t a n g u l a r c r o s s - s e c t i o n f o r d i f f e r e n t h e i g h t s , 
w i d t h s , a n d d e p t h s b e l o w t h e g r o u n d s u r f a c e . A f e w c a s e s , f o r w h i c h 
t h e g r o u n d c o n s i s t s o f t w o l a y e r s ( g r a n i t e u n d e r a t o p l a y e r o f 
m o r a i n e ) , h a v e b e e n a n a l y s e d . F i n a l l y , s o m e c a s e s w i t h a c o o l i n g 
g r o u n d w a t e r s t r e a m b e l o w t h e i n s u l a t e d c e l l a r a r e d e a l t w i t h . 
T h e g r o u n d b e l o w a n d a r o u n d t h e b u i l d i n g s t r u c t u r e g i v e s a t h e r m a l 
i n s u l a t i o n . T h e m a g n i t u d e o f t h e i n s u l a t i o n c a p a c i t y o f t h e g r o u n d i s 
o b t a i n e d f r o m t h e s o l u t i o n o f a m u l t i - d i m e n s i o n a l h e a t f l o w p r o b l e m . 
T h e p r e s e n t e d t h e o r y p r o v i d e s a n e q u i v a l e n t m e a n i n s u l a t i o n s o i l 
t h i c k n e s s . T h i s i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s i s g i v e n f o r t h e d i s c u s s e d 
c a s e s ( p l a t e o n t h e g r o u n d , c e l l a r , c u l v e r t ) . 
T h e i n s u l a t i n g s o i l t h i c k n e s s m a k e s i t p o s s i b l e t o g i v e a s i m p l e 
a p p r o x i m a t e f o r m u l a f o r t h e h e a t l o s s t o t h e g r o u n d f o r a n y i n s u l a t i o n 
d i s t r i b u t i o n . 
T h e p r e s e n t e d f o r m u l a s a n d r e s u l t s a r e i l l u s t r a t e d b y n u m e r o u s 
e x a m p l e s . 
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